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Kurzfassung

In diesem Artikel wird der Zugang zur Quantenphysik iiber das einfachst mogliche Modellsystem,
das Qubit, erweitert zu der Kombination von zwei Qubits. Dabei tritt das fiir die Quantenphysik
zentrale Konzept der Verschrinkung auf, welches nicht nur seltsame Eigenschaften der Quanten-
physik illustriert, sondern auch der Schliissel zum Verstindnis von modernen Anwendungen der
Quantenphysik ist. Ahnlich wie im Falle des einzelnen Qubits wird dabei versucht, die Grundprin-
zipien von Verschrinkung und deren Anwendung mit Hilfe einfacher Mathematik und Bilder zu
vermitteln, wobei Visualisierungen eine zentrale Rolle spielen. Wahrend die mathematische Be-
schreibung vor allem fiir die Ausbildung an der Hochschule gedacht ist, konnen die Visualisierun-
gen, insbesondere zum Messprozess an verschrankten Qubits, auch von interessierten Lehrern fiir
den Unterricht genutzt werden. Die behandelten Themen umfassen verschrinkte Zusténde, Opera-
tionen und Messungen. Die moglichen physikalischen Realisierungen und Anwendungen, insbe-
sondere im Bereich der Quanteninformation, werden hier kurz angesprochen, und in einer weiteren

Publikation vertieft diskutiert.

1.Einleitung

Die Quantenphysik ist wohl eines der faszinierends-
ten Gebiete der Physik und gehdrt derzeit zu den
aktivsten und fruchtvollsten Forschungsgebieten.
Experimentelle Fortschritte der letzten Jahre erlau-
ben es uns heute, Materie auf mikroskopischem
Niveau mit unglaublicher Genauigkeit gezielt zu
kontrollieren und zu manipulieren, was mit der Ver-
leihung des Nobelpreises im Jahr 2012 an David
Wineland und Serge Haroche gewiirdigt wurde.
Dabei konnen seltsam anmutende Quanteneigen-
schaften wie Uberlagerungen von Zustéinden, zufil-
liges Verhalten bei Messungen oder Verschrinkung
direkt beobachtet und sogar fiir Anwendungen ge-
nutzt werden. In diesem Sinne stellt die Quanten-
physik nicht nur die Grundlage fiir moderne Schliis-
seltechnologien dar, sondern prigt auch in einer
herausragenden Weise unser Verstindnis und unsere
Sicht der Welt. Nicht zuletzt deshalb sollte die
Quantenphysik in einer modernen Physikausbildung
auch auf Schulniveau nicht fehlen.

Die wunserer Alltagserfahrung widersprechenden
Prinzipien und Konzepte sowie die abstrakte ma-
thematische Darstellung der Quantenphysik stellen
fir die Behandlung im Schulunterricht allerdings
eine grofe Herausforderung dar. Die Entwicklung
von etablierten Unterrichtskonzepten zur Quanten-
physik ist bei weitem nicht so weit fortgeschritten
wie in anderen Bereichen, wie etwa der klassischen

Mechanik oder der Elektrodynamik. Héufig erfolgt
der Zugang zur Quantenphysik auf dem ,histori-
schen Weg®, wobei Grundprinzipien der Quanten-
physik anhand von Schliisselexperimenten wie dem
Doppelspaltversuch, dem Photoeffekt, dem Comp-
ton-Effekt oder dem Spektrum des Wasserstoffatoms
illustriert werden [1]. Auch wenn ein solcher Zu-
gang zweifellos seine Vorziige und Stirken besitzt,
stoBt er unweigerlich an gewisse Grenzen: Zum
Beispiel ist eine exakte, vollstindig korrekte Be-
handlung des Wasserstoffatoms mit Mitteln der
Schulmathematik kaum moglich — und damit ist
auch ein tiefergehendes Verstindnis der Quanten-
physik nur schwer zu vermitteln.

In diesem Sinne ist unser Beitrag als Versuch zu
verstehen, einen moglichen alternativen Zugang zur
Quantenphysik tiber das einfachste und allgemeinste
Modellsystem, dem Qubit, aufzuzeigen [2]. Dabei
werden zentrale Prinzipien der Quantenphysik wie
Uberlagerungen, zufilliges Verhalten und Zustands-
verdnderungen bei Messungen mit Hilfe einfacher
Mathematik und Bilder illustriert. Wir wollen aus-
driicklich betonen, dass es sich bei der verwendeten
Mathematik lediglich um Vektor- bzw. Matrizen-
rechnung handelt, und z. B. keine Differentialglei-
chungen verwendet werden miissen. Insofern ist der
Formalismus sogar einfacher als die Newton'schen
Bewegungsgleichungen. Die Komplexitit kommt
durch das konzeptionelle Verstindnis, das zur Inter-

11


mailto:wolfgang.duer@uibk.ac.at
mailto:stefan.heusler@uni-muenster.de

Dir, Heusler

pretation der Ergebnisse notig ist. Der hier vorlie-
gende Beitrag stellt eine natiirliche Fortsetzung
dieses Zugangs dar, wobei nun nicht nur ein einzel-
nes Qubit im Mittelpunkt steht, sondern die Kombi-
nation von zwei Qubits. Dabei ergeben sich eine
Vielzahl von neuen, interessanten Eigenschaften und
Anwendungen — allen voran die quantenmechani-
sche Verschriankung. Auch in diesem Fall ist fiir ein
grundlegendes Verstindnis Schulmathematik ausrei-
chend. Dariiber hinaus wird versucht, Zusammen-
hinge und Konzepte mit Hilfe von Visualisierungen
greifbarer zu machen. Dennoch ist dieser Beitrag
nicht fiir eine direkte Umsetzung im Schulunterricht
gedacht, sondern richtet sich vielmehr an Studieren-
de bzw. Hochschullehrer/innen der Physik, oder an
interessierte Lehrkrifte, wobei insbesondere fachli-
che Hintergrundinformation bereitgestellt wird.
Dariiber hinaus sind auch Anregungen fiir die Um-
setzung im Schulunterricht enthalten, insbesondere
einzelne Visualisierungen bzw. die qualitative Be-
handlung von Verschrinkung und ihren Anwendun-
gen.

Der vorliegende Artikel basiert auf der Arbeit zu
einem Qubit. Fiir ein besseres Verstindnis empfiehlt
sich somit vorab die Lektiire von [2]. Insbesondere
verwenden wir die dort eingefiihrte Notation sowie
die Resultate fiir das einzelne Qubit.

In der hier vorliegenden Arbeit wird zunichst ein
zusammengesetztes klassisches System von zwei
Bits behandelt (Kapitel 2), und darauf aufbauend
zusammengesetzte Quantensysteme. Dabei werden
Zustinde von unabhingigen und verschrinkten
Quantensystemen eingefiihrt und verschrinkte Zu-
stinde mittels einer verallgemeinerten Bloch-Kugel-
Darstellung illustriert (Kapitel 3). Nach der Behand-
lung von Operationen (Kapitel 4) und Messungen
von zwei Qubits (Kapitel 5.1-5.3) erfolgt eine aus-
fithrliche Diskussion der bei den Messungen auftre-
tenden charakteristischen Korrelationen (Kapitel
5.4). Mogliche physikalische Realisierungen von
Verschriankung und verschiedene Anwendungen wie
z. B. die entfernte Zustandspréparation (als Vorstufe
zur Teleportation), die Bell‘sche Ungleichung bzw.
die verschriankungsbasierte Quantenkryptographie
werden in dieser Arbeit nur kurz behandelt (Kapitel
6). Eine ausfiihrlichere Diskussion dieser Themen-
bereiche ist in einem zukiinftigen Artikel [3] ge-
plant.

2.Klassische Systeme — die Kombination von zwei
Bits
Betrachten wir zunichst ein zusammengesetztes
System aus zwei klassischen Bits. Ein klassisches
Bit ist gegeben durch ein System mit einer charakte-
ristischen Eigenschaft, die durch die Werte 0 bzw. 1
symbolisiert werden kann. Zwei Bits A und B sind
dementsprechend zwei solche Systeme — sie ent-
sprechen einem System mit zwei unterschiedlichen
Eigenschaften A und B, die jeweils die Werte 0 bzw.
1 annehmen konnen. Die vier mdglichen Zustédnde
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des Gesamtsystems sind also gegeben durch 00, 01,
10 und 11 (siehe Abb. 1). So wie beim einzelnen Bit
handelt es sich um ein abstraktes Objekt und es sind
unterschiedliche physikalische Realisierungen mog-
lich. Als Illustration konnen zwei Schalter dienen,
die jeweils im Zustand ,,ein“ oder ,,aus* sein kdnnen,
aber auch zwei Bille, die sich jeweils im oberen
bzw. unteren Regal befinden kdnnen.

Abb. 1: Illustration von zwei klassischen Bits

Der Zustand des Gesamtsystems kann durch Ausle-
sen der beiden Bitwerte bestimmt werden (Mes-
sung). Wichtig fir die Informationsverarbeitung —
z. B. in einem Computer — ist die Moglichkeit, die
beiden Bitwerte durch logische Gatter zu verkniip-
fen. Interessant sind in diesem Zusammenhang das
AND- bzw. OR-Gatter, aber auch das sogenannte
XOR- bzw. CNOT-Gatter (CNOT = controlled
NOT). Die Wirkung der entsprechenden Gatter ist in
der folgenden Wertetabelle zusammengefasst. Aus
diesen elementaren Gattern lassen sich bei Operatio-
nen auf mehreren Bits beliebige Abbildungen bzw.
Rechnungen realisieren.

Bitwert | Bitwert | Ausgang | Ausgang | Ausgang
X Xp AND OR XOR

0 0 0 0 0

0 1 0 1 1

1 0 0 1 1

1 1 1 1 0

Tab. 1: Wertetabelle fiir das AND, OR und XOR Gatter.

Wir wenden uns nun quantenmechanischen Syste-
men zu und betrachten die Beschreibung von Zu-
stinden, Messungen und Operationen sowie die
daraus resultierenden Eigenschaften.

3.Zustinde von zwei Qubits

Zur Erinnerung sei angefiihrt, dass der Zustand eines
Qubits durch eine beliebige Uberlagerung der beiden
Basiszustinde |0,)=/0) und |1,)=|1) gegeben ist,
lw)=a|0)+ 3|1y, wobei a und § (komplexe) Ko-
effizienten mit |a* + |8 = 1 sind. Der Zustand eines
einzelnen Qubits 14sst sich mit Hilfe eines Spalten-
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vektors (a, #)" darstellen, wobei fiir eine kompakte
Schreibweise die Darstellung des Spaltenvektors als
transponierter Zeilenvektor erfolgt. Betrachtet man
einen zweiten Zustand |@) =y |0)+ 5 |1), so kann
man das Skalarprodukt (den ,,Uberlapp*) zwischen
den beiden Vektoren in folgender Form schreiben:

Bly)=0" 0N, B =y*a+5 B {1}

wobei (p|=y (0|+5 (1|=(y",6"). Damit ergibt
sich (w |yw) =« |* +| B>, Wie auch in [2] gezeigt.
Man konnte nun glauben, dass der allgemeinste
Zustand von zwei solchen Qubits dadurch gegeben
ist, dass man allgemeine Zustéinde von Qubit A und
Qubit B betrachtet. Ahnlich wie im Fall des einzel-
nen Qubits fiihrt aber das Uberlagerungsprinzip
dazu, dass zahlreiche weitere Zustinde mit interes-
santen Eigenschaften mdglich sind. Es handelt sich
dabei um gemeinsame Zustidnde der Qubits A und B
— den sogenannten verschriankten Zustinden

3.1. Zustéinde von zwei unabhingigen Qubits

Betrachten wir aber zundchst zwei unabhingige Qu-
bits |y, =a|0)+ A1) und |yy)=y[0)+5]1).
Der gemeinsame Zustand der beiden unabhidngigen
Qubits wird durch |®) =y ,)®|y,) beschrieben,
wobei die Verkniipfung durch das sogenannte Ten-
sorprodukt erfolgt. Die Verwendung des Tensorpro-
duktes gewihrleistet, dass die Linearitdt und damit
das Superpositionsprinzip sowie die Wahrschein-
lichkeitsinterpretation flir jedes einzelne Qubit be-
wahrt bleiben. Operationen und Messungen der
einzelnen Qubits sind bei einem Produktzustand
unabhingig vom Zustand des zweiten Qubits, das
heift Messresultate werden nicht beeinflusst und
auch der Zustand des zweiten Qubit bleibt unverédn-
dert.

Fiir die spéatere Behandlung ist es wichtig, den Zu-
stand des Gesamtsystems zu betrachten. Dieser wird
durch einen vierdimensionalen, komplexen Vektor
beschrieben, wobei die einzelnen Komponenten den
Basiszustinden zugeordnet sind:

10.),®]0.)5 = 00) = (1,0,0,0)"
10.),®]1,)5 =[01) = (0,1,0,0)"
11,),4®]0.)5 =/10) = (0,0,1,0)"
[1,)4®11,)5 =11y =(0,0,0,1)"

{2}

Diese vier Basiszustdnde sind in Abb. 2 veranschau-
licht. Fiir eine kompakte Notation wird das Ten-
sorprodukt zwischen den beiden Zustéinden oft weg-
gelassen, also die Kurznotation

100) =0)0)=0),®[0) {3}

verwendet. Fiir den Zustand
|©) =y )®|wp) {4}

ergibt sich der vierdimensionale komplexe Vektor

(a’ﬁ)T®(755)T =(057a055=,37aﬂ5)T {5}

L) [
ly )@ yy) = = {6}
2)) L
. B
'y B9
D) )

Abb. 2: Graphische Darstellung der Basiszustinde von
zwei Qubits

3.2. Allgemeine Zustinde von zwei Qubits — Ver-
schrinkung

Ahnlich wie beim einzelnen Qubit gilt auch bei
einem System von zwei Qubits das Uberlagerungs-
prinzip. Neben den vier (klassischen) Basiszustdn-
den und den Zustinden von zwei unabhéngigen
Qubits (Produktzustinde) gibt es noch weitere Zu-
stinde, in denen sich ein Quantensystem befinden
kann. Es sind nimlich beliebige Uberlagerungen der
vier Basiszustéinde

| @) =a, |00)+a, [01)+a, |10)+a; |11y {7}

mit (komplexen) Koeffizienten g; erlaubt, wobei die
Normierungsbedingung

3
(@]®) =) g, =1 8}

i=1

erflillt sein muss. Dabei bezeichnet (®|®) das
Skalarprodukt in dem nun vierdimensionalen kom-
plexen Vektorraum.



Dir, Heusler

Es ldsst sich leicht {iberpriifen, dass es Zustinde
gibt, die nicht als Tensorprodukt von zwei unabhin-
gigen Ein-Qubit-Zustinden darzustellen sind. Wir
betrachten dazu den sogenannten Bell-Zustand

1

|¢>:\/§

(100)+[11)) {9}

und versuchen, diesen als Produktzustand
(ay, ad, By, p6)" unter Beriicksichtigung der Nor-
mierungsbedingungen darzustellen. Das Gleichungs-
system

(ay,ad, By, po)" = L(l,o, 0,1)" {10}

2

fiihrt aber unmittelbar auf einen Widerspruch. Of-
fensichtlich handelt es sich bei dem Bell-Zustand um
einen Zustand, der nicht als Ansammlung von zwei
unabhédngigen Qubit-Zustdnden betrachtet werden
kann. Vielmehr muss der Zustand des Gesamtsys-
tems, also beider Qubits gemeinsam, betrachtet
werden. Ein solcher Zustand wird als verschriankter
Zustand bezeichnet. Es handelt sich dabei um eine
Uberlagerung, bei der sich entweder beide Qubits im
Zustand |0) oder beide Qubits im Zustand |1) be-
finden. Erst durch die Messung ,,zerfallt“ der ver-
schrankte Zustand in zwei einzelne Qubits. Es ent-
steht somit eine besondere Korrelation zwischen den
Messergebnissen bei den einzelnen Qubits. Solche
verschriankten Zustinde sind eine Besonderheit der
Quantenmechanik, sie sind im Rahmen der klassi-
schen Physik nicht moglich. Sie stellen das Kern-
stiick vieler seltsamer nichtlokaler Effekte dar, spie-
len aber auch in modernen Anwendungen eine grof3e
Rolle. Interessant ist dabei insbesondere eine Situa-
tion, bei der sich die Qubits an unterschiedlichen
Orten befinden. Dadurch ergeben sich nichtlokale
Korrelationen, und die beiden Qubits verhalten sich
80, ,,als ob sie voneinander wiissten* — unabhingig
davon, wie weit sie voneinander entfernt sind. Der
Schliissel zum Versténdnis all dieser Phdnomene ist
es, die beiden Qubits nicht als separate Einheiten zu
betrachten, sondern das Gesamtsystem der beiden
Qubits und deren gemeinsamen Zustand. Das Bild
von getrennten (klassischen) Objekten mit unabhén-
gigen Eigenschaften muss also aufgegeben werden.
In gewisser Weise handelt es sich bei den beiden
Qubits um ein einziges Objekt. Wir werden dies
spéter noch genauer diskutieren.

Weitere maximal verschrinkte Zustinde sind die
drei Bell-Zustdnde [4]:

1
Ty =—=(00)-|1
197 ﬁd )= [11)
1
y=—=(0D+]10 11
v ﬁ(l +110)) 1}
1

"y =—( 0110
ly ) \E(\ )~ 110))

Diese bilden zusammen mit dem Zustand | ¢*) eine
Basis fiir alle maximal verschrinkten Zwei-Qubit-
Zusténde — die sogenannte Bell-Basis.

Dariiber hinaus gibt es teilweise verschrinkte Zu-
stdnde, z. B. von der Form

|w) =cos3|00)+sind|11). {12}

Fiir 6=0,7n/2, n, ... handelt es sich um Produktzu-
stinde, ansonsten um verschrinkte Zustidnde. Wir
werden im weiteren Verlauf aber insbesondere auf
maximal verschrankte Zusténde eingehen.

3.3. Visualisierung der Bell-Zustiinde

Im Fall eines einzelnen Qubits ist eine anschauliche
und einfache Visualisierung mit Hilfe des Bloch-
Kreises bzw. der Bloch-Kugel méglich, da ein Ein-
Qubit-Zustand durch nur zwei reelle Parameter be-
schrieben werden kann (siehe [2]). Ein allgemeiner
Quantenzustand von zwei Qubits hdngt von insge-
samt 6 reellen Parametern ab (vier komplexe Koeffi-
zienten abziiglich der Normierung und einer globa-
len, physikalisch irrelevanten Phase). Dies macht
eine anschauliche Betrachtung schwierig, da ein 6-
dimensionaler Raum notwendig wire. Man kann
allerdings eine gewisse Subklasse von Zustinden,
nidmlich maximal verschrinkte Zustinde betrachten
und fiir diese eine einpridgsame grafische Veran-
schaulichung finden, die stark an der Bloch-Kugel
des einzelnen Qubits orientiert ist.

Betrachten wir dazu zundchst den Bell-Zustand

L

|t//>=\/5

(101)+110)). {13}

Die beiden Qubits befinden sich jeweils in orthogo-
nalen Zustdnden: entweder das erste Qubit im Zu-
stand |0) und das zweite Qubit im Zustand |1),
oder umgekehrt. In der Bloch-Kugel-Darstellung
sind die entsprechenden Zustandsvektoren immer
antiparallel. Anstelle der Verwendung von zwei
Bloch-Kugeln — fiir Qubit A und B — kann man also
den gemeinsamen Zustand der beiden Qubits in
einer Bloch-Kugel darstellen (siche Abb. 3), wobei
der Doppelpfeil die gleichmiBige Uberlagerung der
beiden moglichen Konfigurationen andeutet. Durch
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den Doppelpfeil werden die Antipoden der Kugel
miteinander identifiziert.

Ein &hnliches Bild kann man zur Veranschaulichung
der Bell-Zustinde |¢*) und |¢~) verwenden.
Dazu benutzt man, dass diese Zustinde auch in fol-
gender Form geschrieben werden kénnen:

RNl W a

A B

|¢>=%<| 00)—|11)) =

Lo 1)1,y 10,))

V2
o L
|¢>_\/§

(10,0 11,)+]1,)10,))

V2

{14}
(100)+]11)) =

tN_ |4

i A (S

A B AB

Abb. 3: Durch Superposition von | 01) und |10) ergibt sich ein verschriankter Bell-Zustand.

Wir verwenden dabei die Eigenzustinde der Pauli-
Matrizen oy, 0, bzw. o.. Daher ist

100 =200+11), 1) =7(0)-[1),
10,) =250y +i[D), [1,)=F(0)=i[1)),

10.)=10), [1.)=[1), {15}

wobei z.B. git: o [0,)=(1])]0,) bzw.
o, |1.)=(1)]1,). Dies ldsst sich leicht durch Ein-
setzen und Ausmultiplizieren zeigen. Somit kdnnen
wir auch diese beiden Bell-Zusténde als gleichmafi-
ge Uberlagerung der beiden Konfigurationen von
zwei antiparallelen Ein-Qubit-Zustdnden auf der
Bloch-Kugel betrachten und dementsprechend vi-
sualisieren (siche Abb. 4).

Der antisymmetrische  Singlet-Zustand |y ~) be-
schreibt ebenfalls eine Uberlagerung von zwei anti-

o>

parallelen Ein-Qubit-Zustinden auf der Bloch-
Kugel, allerdings mit negativem Vorzeichen. Dies
wird durch eine unterschiedliche Farbe der beiden
Vektoren angedeutet. Man kann zeigen, dass der
Singlet-Zustand als eine solche antisymmetrische
Uberlagerung in einer beliebigen Basis {|0,),|1,)}
geschrieben werden kann,

W)=
RN

= L0 11,0-11,10,0)

N

(101)=10)) =
{16}

In Abb. 4 ist dieser Sachverhalt visualisiert. Dies
bedeutet aber, dass bei einem Singlet-Zustand alle
Eigenschaften der beiden Qubits jeweils antikorre-
liert sind, solange beide Messungen in der gleichen
Basis {| 0, ),| 1, )} vorgenommen werden.

o> . W

Abb. 4: Visualisierung der vier Bell-Zusténde. Die Doppelpfeile identifizieren Antipoden auf der verallgemeinerten Bloch-
Kugel. Jeder maximal verschriankte Zustand kann in der Bell-Basis beschrieben werden.
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3.4 Teilweise verschrinkte Zustiande

Wir betrachten nun die Visualisierung von teilweise
verschriankten Zustdnden. Dazu verwenden wir, dass
man mit Hilfe der Schmidt-Zerlegung jeden Zwei-
Qubit-Zustand in einer Standardform darstellen
kann. An den beiden Qubits wird jeweils eine lokale
unitdre Operation (Drehung) durchgefiihrt, wodurch
der Zustand in der Form

(W) =40 10) 11p) + 41 [1,)[05) {17}

geschrieben  werden  kann. Die  Schmidt-
Koeffizienten 4y und A; sind reell und geben den
Grad der Verschrankung des Zustands an. Es gilt
N2> =>4 und /102 +/112 =1. Die Verschrin-
kung ist maximal flir 4, = 1/7/2 und sinkt mit wach-
sendem A.

Fir den Fall a=5, also fur den Fall, dass beide
Qubits die gleiche Schmidt-Basis {0,),|1,)} besit-
zen, lasst sich ein solcher Zustand mit einem &hnli-
chen Bild wie Abb. 4 illustrieren (siche Abb. 5).
Dabei wird der Grad der Verschrinkung bzw. der
Wert der Koeffizienten A, und A; durch die unter-
schiedliche Lénge der Vektorpfeile visualisiert; die
Schmidt-Basis ist durch die Orientierung der Dop-
pelpfeile im Raum gegeben.

Abb. 5: Nicht vollstidndig verschrinkter Zustand

4. Operationen an zwei Qubits

Wir beschéftigen uns nun mit der Manipulation von
Zustinden bzw. deren zeitlichen Entwicklung. Im
Fall eines einzelnen Qubits entspricht dies der Dre-
hung des Zustandsvektors in der Bloch-Kugel. Diese
wird durch eine unitére Operation U beschrieben. Im
Fall des einzelnen Qubits ist U eine 2x2-Matrix aus
der Gruppe SU(2) mit der Eigenschaft

viv=uvu' =1,

=10 18
“lo 1) 118}

16

Fiir ein einzelnes Qubit ist der Zustand nach der
Manipulation durch U |w) gegeben. Eine Drehung
um die y-Achse um den Winkel y =6 /2 entspricht
z. B. der Operation

) cosy siny
U,(») =expliyo,)=| . . {19}
—siny cosy

Man erhilt fiir den Ausgangszustand |0) den Zu-
stand U,(7)]0)=cosy|0)—siny|[1) (siche
Abb. 6). Bei Zustinden haben wir unterschieden
zwischen Produktzustidnden, bei denen beide Qubits
getrennt voneinander beschrieben werden, und ver-
schrankten Zustinden, die beide Qubits als einen
gemeinsamen Zustand beschreiben. Bei Operationen
kann ganz analog unterschieden werden zwischen
Operationen, die an beiden Qubits getrennt vorge-
nommen werden, und Operationen, die beide Qubits
gemeinsam in einen anderen Zustand iiberfithren.
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Abb. 6: Operation an einem einzelnem Qubit: Dre-
hung um die y-Achse. Drehungen um andere Achsen
konnen analog hierzu visualisiert werden.

4.1 Operationen an einzelnen Qubits

Wir beginnen mit solchen Operationen, die jedes
Qubit einzeln manipulieren, unabhidngig vom ande-
ren Qubit. Dies fiihrt zu einer Anderung der Basis
fiir das einzelne Qubit, also jeweils einer unabhingi-
gen Drehung. Mathematisch entspricht dies einer
Operation durch zwei 2x2-Matrizen der Form U® V7,
d. h. einer unitidren Operation U auf Qubit A und
einer unitdren Operation ¥ auf Qubit B. Die Wir-
kung auf einen Produktzustand |¢),® |y )p ergibt
sich dann zu

UV)[9)4®1y)p =Ul4), OV [y)p. {20}

Analog kann man die Wirkung der Operation U® V'
auf einen beliebigen Zwei-Qubit-Zustand untersu-
chen. Dazu muss man nur beriicksichtigen, dass die
Abbildung U® V einer Drehung der einzelnen Ba-
sisvektoren entspricht, also
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U0y, =10y) 4, U‘1>A =|1U>A7 {21}

und analog fiir Qubit B. Somit ergibt sich fiir einen
allgemeinen Anfangszustand

der Endzustand nach der Operation

UV |d)=
ay |00, ) +a | 0y1y,) 123}

+ay [15,0,) + a3 [11,)

Da nur die lokale Basis der einzelnen Qubits geén-
dert wurde, bleibt die Verschrankung des Zustands
erhalten. Insbesondere werden Produktzustinde
immer auf Produktzustinde abgebildet, ebenso wird
ein maximal verschrinkter Zustand wieder in einen
maximal verschriankten Zustand iiberfiihrt. Alterna-
tiv kann die Operation U® V' als 4x4-Matrix ge-
schrieben werden, wobei das Tensorprodukt fiir
Matrizen analog zum Tensorprodukt fiir Vektoren
definiert ist.

Wir betrachten insbesondere die Operation
S.(»)=U.(y)®U_(y) , wobei

U.(y) =expliyo,)
(expliy) 0 124}
L0 exp-ip))

Dadurch wird ein Bell-Zustand der Form

.

|¢7) =—=(00)+11))
| V2 {25}
=510, 11)+11,310,)
auf den Zustand
L (10,1,)+11,0,)) 26}

N

abgebildet, wobei
10,)=U.(»)]0,)=e” [0)+™>7 |1) {27}

und

1) =U. () [1,) =€ [0)+e ™77 1) {28}

Dies kann als Drehung des Bell-Zustands in der
verallgemeinerten Bloch-Kugel um den Winkel ¢ =
—2y um die z-Achse interpretiert werden (siche
Abb. 7).

S:(7)

®=-2y

P=-2y

Abb. 7: Operation an einem Paar von verschrinkten
Qubits: Beide Qubits werden um den Winkel ¢ = — 2y
gedreht (S-Transformation). Drehungen um andere Ach-
sen konnen analog hierzu visualisiert werden.

4.2 Gemeinsame Operation an zwei Qubits

Wir betrachten nun Operationen, die beide Qubits
gemeinsam beeinflussen, und somit nicht nur eine
Basistransformation beschreiben. Durch solche Ope-
rationen kann insbesondere auch ein Produktzustand
zu einem verschrankten Zustand werden. Um eine
solche Operation zu ermdglichen, ist eine Wechsel-
wirkung zwischen den beiden Qubits notwendig.
Auch hier handelt es sich wieder um unitére Abbil-
dungen, beschrieben durch 4x4-Matrizen.

Ein wichtiges Beispiel ist das sogenannte CNOT-
Gatter, ein kontrolliertes NOT. Dieses ist durch
folgende unitire Abbildung gegeben

100y [01) [10) [11)

[00) (1 0 0 0
Uevor =101 10 1 0 0 >

[10) |0 0 0 1

[11) |0 0 1 0

{29}
welche auch in der Form

Ucnor =10X0|®I+ 11| ®c,
=/ 00)(00 |+ | 0L)01|+|10)(11]+|11){10]|
{30}
geschrieben werden kann. Dabei handelt es sich bei

dem Objekt |0){0| um einen Projektor auf den Zu-
stand 0, was in Matrixdarstellung der Matrix

B[l 31
(el N 315
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entspricht. Analog bedeutet | 0)(1|, dass der Zustand
1) auf den Zustand |0) abgebildet wird,
| 0X1|1) = 0) . Die Abbildungsmatrix fiir die Opera-
tion Ucnor ist ebenfalls in der Standardbasis ange-
geben, d. h. es gilt

Uenor = ., @y | )KL, {32}
i,7,k,l

wobei i, j, kK, [ =0, 1. Ist also das erste (Kontroll-)
Qubit im Zustand 0, so bleibt das zweite (Ziel-)
Qubit unverindert. Ist hingegen das erste Qubit im
Zustand 1, so wird der Zustand des zweiten Qubits
vertauscht. Dabei handelt es sich um ein verschrén-
kendes Gatter. Wir betrachten dazu die Wirkung der
unitdren Operation auf einen Produktzustand der
Form

.

Np

10,710) =—=(100)+[10)) . {33}

Unter Verwendung von

Ueyor |00) = 00) und
Ucenor 110y =[11). {34}

erhalten wir einen maximal verschrinkten Zustand

L

2

Uenor 10,)10) =—=(00)+[11)). {35}

Mit Hilfe eines CNOT-Gatters kann also Verschrén-
kung erzeugt werden! Im Labor werden verschrank-
te Zustinde in vielen Systemen auf diese Weise
realisiert. Zwei (oder mehrere) Qubits werden im
Zustand |0) initialisiert und durch Anwendung
einer Ein-Qubit-Rotation |0) —|0 )und eines
CNOT-Gatters verschrénkt.

Im Rahmen der Quanteninformationsverarbeitung
bzw. fiir Quantencomputer spielt das CNOT-Gatter
eine herausragende Rolle. Gemeinsam mit Ein-
Qubit-Drehungen ist das CNOT-Gatter universell.
Das bedeutet, dass jede beliebige Operation auf n
Qubits als Sequenz von Ein-Qubit-Gattern und
paarweisen CNOT-Gattern realisiert werden kann.

Das CNOT-Gatter ist allerdings nicht die einzige
verschrinkende Operation. Ebenso konnen weitere
Gatter, z. B. das kontrollierte Phasengatter

Ucp =/ 00| ®1+ 11| @0 36}

zur Erzeugung von Verschrankung verwendet wer-
den. Dieses Gatter kann (bis auf lokale Drehungen
der einzelnen Qubits) durch eine Wechselwirkung
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zwischen den beiden Qubits beschrieben werden.
Dies entspricht dem Hamilton-Operator

1
HZ:Z([—O'Z)®(1—GZ)=|11><11|. {37}
Die unitére Rotation ergibt sich zu

Uep =™ = diag(1,1,1,-1). (38}

Dieser Operator beschreibt (bis auf zusatzliche Ein-
Qubit-Drehungen um die z-Achse) eine Ising-
Wechselwirkung der Form H, = o, ® g,. Eine solche
Wechselwirkung findet man z. B. bei der kontrollier-
ten Kollision von kalten Atomen in einem optischen
Gitter [6] oder bei Ionen unter Verwendung des
sogenannten Moelmer-Soerensen-Gatters [7].

Bei Elektronenspins spielt die aus dem Pauli-Prinzip
folgende Austauschwechselwirkung eine besondere
Rolle. Das Pauli-Prinzip besagt, dass es fiir zwei
benachbarte Spins energetisch giinstiger ist, wenn
sie sich in unterschiedlichen Zustinden befinden.
Der zugehorige Hamilton-Operator ist durch

nyz =
1 {39}
E([®l+ax®ax+0'y ®o,+0,®0,)

gegeben. Auch mit dieser Wechselwirkung kann ein
verschriankendes Gatter

itH

U =™ {40}

realisiert werden. Fiir == /4 erhélt man ein maxi-
mal verschrankendes Gatter, fiir eine langere Wech-
selwirkungszeit t=m/2 ergibt sich (bis auf eine
irrelevante Phase — 1) das SWAP-Gatter

in/2H,,

Uswap = (—i)e , 141}

wobei durch das SWAP-Gatter die Zustinde der
beiden Qubits vertauscht werden:

42}

USWAP =

S o o =
S = O O
oS o = O
- o O O
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5. Messungen an zwei Qubits

Zunéchst wiederholen wir die Messung am einzel-
nen Qubit, und verallgemeinern anschlie3end auf die
Messung an einem Paar von Qubits.

Ein Qubit: Messung der Observablen o,

Im Falle eines einzelnen Qubits im Zustand |y)
kann eine Eigenschaft mit zwei moglichen Messwer-
ten gemessen werden. Die zu messende Eigenschaft
wird durch die Angabe einer Observablen bzw. ihrer
Eigenzustdnde bestimmt, was auf der Bloch-Kugel
der Auswahl einer bestimmten Messrichtung ent-
spricht (veranschaulicht durch einen ,,Schlitz* in
diese Richtung).

Als Beispiel sei die z-Messung angefiihrt, also die
Messung der Observablen o, mit Eigenzustinden
|0) bzw. |1y und zugehdrigen Messergebnissen +1
(»0) ) bzw. —1 (,,|1)*). Die Observable o, kann
somit in der sogenannten Spektraldarstellung ge-
schrieben werden als

o, = (+D]0)0[+(=1) 1)L, 43}

wobei die Eigenvektoren die Messrichtung und die
Eigenwerte die moglichen Messergebnisse angeben.
Alternativ erfolgt die Beschreibung der Messung
durch Angabe der beiden Projektoren R =|0)(0|
bzw. P =[1)(1|. Bei der Messung erhilt man ein
zufélliges Ergebnis, wobei die Messwahrscheinlich-
keit durch den Uberlapp des Zustands mit den ent-
sprechenden Eigenzustinden gegeben ist. Im Fall
der z-Messung erhélt man

Po =W B w)=0]w) P,

{44}
p=WIB|y)adly) .

Der Zustand nach der Messung ist durch |0) bzw.
|1) gegeben. Dies ist in Abb. 8 illustriert. Diese
Darstellung einer Observablen in der Basis der Ei-
genvektoren zum Eigenwert +1 bzw. —1 werden wir
nun auf den Fall von zwei Qubits verallgemeinern.

Abb. 8: Messung am einzelnen Qubit. Die ,,Schlitzrich-
tung® bzw. Messbasis wird vom Detektor festgelegt.

5.1 Zwei Qubits: Messung der einzelnen Qubits

In dhnlicher Weise kann man nun die Messung eines
einzelnen Qubits in einem Zwei-Qubit-Zustand
behandeln. Auch dort wird nur eine Eigenschaft mit
zwei moglichen Messwerten gemessen — das zweite
Qubit wird noch nicht detektiert. Dies entspricht
einer (tensoriellen) Multiplikation mit der Identi-
tatsmatrix. Die formale Beschreibung der Messung
erfolgt ganz analog wie im Fall des einzelnen
Qubits, wobei allerdings das zweite Qubit mit be-
riicksichtigt werden muss. Dies bewirkt, dass die
entsprechenden Eigenvektoren jeweils zweifach
entartet sind, und analog dass die Projektoren zuge-
horig zu den Messergebnissen (+1) bzw. (-1) nun
jeweils zweidimensional sind.

Betrachtet man z. B. die Messung der Observablen
o, ® I, also eine z-Messung des ersten Qubits, wih-
rend das zweite Qubit unbeeinflusst bleibt, so sind
die entsprechenden Eigenrdume zu den Eigenwerten
+1, —1 entartet. Es gilt:

0. ®1 =(+1)| 0X0| ®I +(~1) | 11| ®1. (45}

Die Eigenzustinde zum Eigenwert +1 bzw. —1 sind
{100y,| 01)} bzw. {|10),]11)} ,oder alternativ die
zweidimensionalen Projektoren:

Fy =[00)00[+[01){01[= 0)(0 | ®I {46}
P =10)10 ] +| 1111 = 11 | ®1. (47}

Es erfolgt also eine Projektion des vierdimensiona-
len Zustandsvektors auf zweidimensionale Unter-
raume.

Die Wahrscheinlichkeit, das Messergebnis ,,| 0)
+1) bzw. ) (-1) zu finden, ist durch

po =W | B |y) bzw. p =y |R |y)gegeben. Zur
Berechnung verwendet man folgende Beziehung:

W R lw)=[00)00]|y)+{w[01)01[y). {48}

Der Zustand nach der Messung ist durch die Projek-
tion auf den jeweiligen zweidimensionalen Unter-
raum gegeben, wobei der resultierende Zustand
entsprechend normiert werden muss. Man erhélt

lwo) =Py lw)/po » lw) =B lw)/p -

Wieder verwendet man

By 1y) =100)X00[y)+ [ 0101 | ) =

49}
=Woo |00) +y, | 01),

wobei w0 ={00|w) und wo =(01|y) die ent-
sprechenden Koeffizienten des Anfangszustands
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|w) in der Standardbasis sind. Formal handelt es
sich um die Multiplikation einer 4x4-Matrix mit
einem vierdimensionalen Vektor, wobei man als
Ergebnis wieder einen vierdimensionalen Vektor
erhélt. Konkret projiziert man den urspriinglichen
Vektor auf den durch den Projektor P, gegebenen
zweidimensionalen Unterraum, wobei der resultie-
rende Vektor anschliefend noch auf die Lénge 1
normiert werden muss.

Eine Messung des zweiten Qubits ldsst sich auf
analoge Weise beschreiben. Es miissen lediglich die
Rollen von Qubit A und B vertauscht werden.

5.1.1 Messung in einer gedrehten Basis

Wir betrachten nun die Messung einer beliebigen
Eigenschaft des Zustands, was im Ein-Qubit-Fall
durch die Orientierung eines Schlitzes in eine belie-
bige Richtung visualisiert werden kann [2]. Formal
ist die Messrichtung durch Angabe einer Observab-
len A mit den beiden senkrecht aufeinander stehen-
den Eigenzustinden |0,), |1,) gegeben, wobei
A|Oa>=(+1)‘oa> > A‘1a>=(_1)‘la>'

Eine Messung der Observablen 4 am ersten Qubit
wird dann durch Angabe der Projektoren

B =0,0%(0,0]+0,1)0,1]= 0,0, | ®1,
B = 1,01,0 |+ [ 1,11 =1, )1, | ®1
{50}
beschrieben. Die Messwahrscheinlichkeiten und der
Zustand nach der Messung errechnen sich wie oben
angegeben, wobei sinngemidB B durch R ersetzt
wird. Jedenfalls ist festzuhalten, dass der Zustand
des ersten Qubits nach der Messung durch |0, ) bzw.
|1,) gegeben ist. Das Gesamtsystem der beiden

Qubits befindet sich nach der Messung in einem
Produktzustand, ist also von der Form

10.)®] 75) {51}

im Fall des Messergebnisses ,,|0,) “ — unabhéngig
davon, ob der Anfangszustand vor der Messung
verschrinkt war oder nicht. Es kommt also auch hier
zu einer Verdnderung des Zustands durch die Mes-
sung, wobei etwaige Uberlagerungen und somit
Verschriankung zwischen den Qubits durch die Mes-
sung zerstort werden.

5.1.2  Messung an einem Produktzustand

Wir betrachten nun eine z-Messung an einem Zwei-
Qubit-System, das sich in einem Produktzustand
befindet. Der Anfangszustand ist somit durch
lw) =l ¢, )®]| x5) gegeben. In diesem Fall erhilt
man die gleichen Messwahrscheinlichkeiten wie bei
einer Ein-Qubit-Messung am FEin-Qubit-Zustand
| ¢, . Auch der Zustand von Qubit A nach der Mes-
sung ist identisch (hier |0) bzw. |1)), der Zustand
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des zweiten Qubits bleibt unverdndert. Man tiber-
priift leicht, dass

lwo) =R |w) /Py = 0)®] 15). {52}

Eine Messung des zweiten Qubits kann in diesem
Fall unabhéngig erfolgen, wobei die entsprechenden
Messwahrscheinlichkeiten und der Zustand des
zweiten Qubits nach der Messung identisch mit einer
Ein-Qubit-Messung ist. Die Messergebnisse der
beiden Ein-Qubit-Messungen sind dabei unabhéngig
von Messungen auf dem jeweils anderen Qubit, also
vollkommen unkorreliert.

5.2 Messung an einem verschrinkten Zustand

Bei einem verschrankten Anfangszustand sicht die
Sache allerdings anders aus. Betrachten wir dazu das
Beispiel eines Zustands

1) =%<| 00)+ [11) (53)

und die z-Messung des ersten Qubits. Die Beschrei-
bung der Messung erfolgt genau wie oben. Man
findet, dass

Py ¢y =1/+/2|00). {54}

Das heifit, dass die Wahrscheinlichkeit, das Ergebnis
“10 > “ (+1) zu finden, gegeben ist durch

po={¢" B 14")=1/2. {55}
Der Zustand nach der Messung lautet
lwo)=F lw)/py =100). {56}

Fiir das Messergebnis ,,|1,)“ (1) ergibt sich ana-

log:

p1 =Y und
lw) =R )/ fp =11 {57}

Das Messergebnis fiir die Messung des ersten Qubits
ist also vollkommen zufdllig. Eine analoge Analyse
fiir eine Messung nur des zweiten Qubits liefert
ebenfalls ein zufilliges Ergebnis.
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Fithrt man allerdings eine Messung beider Qubits
durch — also im Anschluss an die oben behandelte
Messung des ersten Qubits eine z-Messung am zwei-
ten Qubit —, so findet man ein erstaunliches Ergeb-
nis: Obwohl jede einzelne Messung ein zufilliges
Ergebnis liefert, sind beide Messergebnisse immer
identisch. Das heilit: Immer dann, wenn die erste
Messung das Ergebnis ,,| 0 ,) “ liefert, ist auch das
Ergebnis der zweiten Messung ,,| 0g) “. Und immer
dann, wenn die erste Messung das Ergebnis ,,[1,)
liefert, ist auch das Ergebnis der zweiten Messung ,,
[1g) “. Die Messergebnisse sind also perfekt korre-
liert. Dies lésst sich sofort aus obiger Analyse der
ersten Messung ablesen. Durch die erste Messung
wurde der Zustand des Gesamtsystems verdndert. Es
liegt nicht mehr der verschriinkte Zustand | ¢*) vor,
sondern im Falle des Messergebnisses ,,| 0 ,) *“ der
Zustand |y) =/ 00). Es ist unmittelbar klar, dass
eine z-Messung des zweiten Qubits in diesem Fall
mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 das Ergebnis ,,
|0g) “ liefert. Wichtig ist zu beachten, dass der
Quantenzustand des Gesamtsystems durch die Mes-
sung verandert wird.

Betrachtet man den Zustand als ein Gesamtsystem,
also als ein quantenmechanisches 4-Niveau-System,
so ist diese Korrelation zwischen den Messergebnis-
sen eigentlich nicht so erstaunlich. Es handelt sich
schlieflich um eine gleichmiBige Uberlagerung der
Zustinde |00) und |11y, also sind nur die Koeffi-
zienten dieser beiden Basiszustinde ungleich null.
Die Betragsquadrate der Koeffizienten des Zustands
entsprechen aber auch im Fall eines 4-Niveau-
Systems den Wahrscheinlichkeiten, ein bestimmtes
Messergebnis zu finden. Im Prinzip wéren vier unter-
schiedliche Messergebnisse moglich (,,| 00) <, ,,| 01) <,
»|10) “ und ,,|11) “). Allerdings ist die Wahrschein-
lichkeit fiir die Messergebnisse ,,| 01) “ und ,,| 10}
gleich null — was im Prinzip nichts anderes bedeutet,
als dass die beiden Messapparate nie unterschiedli-
che Ergebnisse anzeigen werden. Die Messergebnis-
se ,,| 00) “und ,,|11) “ treten hingegen mit der Wahr-
scheinlichkeit Y2 auf. Seltsam wird es nur, wenn man
die Aufteilung des Gesamtsystems in zwei Teilsys-
teme betrachtet, die sich an unterschiedlichen Orten
befinden konnen. Dann scheint es, als ob eine un-
sichtbare Fernwirkung zwischen den Teilchen exis-
tiert, die Teilchen gewissermaflen wie durch einen
unsichtbaren Faden verbunden sind und voneinander
wissen. Die beiden Qubits sind also verschrankt.
Diese Verschrankung ist eine der zentralen Eigen-
schaften der Quantenphysik und bildet den Kern des
sogenannten EPR-Paradoxons. Die moderne Formu-
lierung nach Bohm erfolgt mit Hilfe der hier disku-
tierten Qubit-Zustdnde und illustriert deutlich jene
Eigenschaften der Quantenphysik, die Physikern wie
Albert Einstein einfach nicht akzeptieren wollten
bzw. konnten. Auch heute noch werden alternative
Theorien entworfen und diskutiert, wobei allerdings
die experimentellen Befunde ganz klar fiir die Quan-
tenphysik sprechen. Auch wenn wir heute nicht

behaupten konnen, dass wir die Quantenphysik ver-
standen haben, so haben wir uns zumindest an sie
gewoOhnt. Wie werden auf das EPR-Paradoxon, al-
ternative lokale Theorien mit versteckten Parametern
und die damit verbundenen Limitierungen von Kor-
relationen sowie auf die Bell‘sche Ungleichung
spater niher eingehen.

Die oben diskutierten Eigenschaften, insbesondere
(perfekte) Korrelationen, sind nicht auf den |¢") -
Zustand beschrénkt. Mit einer analogen Argumenta-
tion bzw. Rechnung kann man leicht zeigen, dass
man fiir den Singlet-Zustand |y~ ) immer unter-
schiedliche Messergebnisse — also perfekte Antikor-
relation — erhélt, wobei die Wahrscheinlichkeit fiir
die einzelnen Messergebnisse jeweils 2 betrégt.
Einem einzelnen Qubit kann vor der Messung weder
die Eigenschaft | 0) noch |1) (positive oder negative
z-Richtung) zugeordnet werden. Dies ist aber nicht
nur fiir z-Messungen an den beiden Teilchen der
Fall, sondern fiir die Messung einer beliebigen Ei-
genschaft (Observable) an beiden Teilchen. Bei der
Messung ciner beliebigen Observablen 4 an einem
Qubit erhédlt man immer ein vollkommen zufdlliges
Ergebnis, also mit der Wahrscheinlichkeit % das
Ergebnis ,,| 0,) “ und mit Wahrscheinlichkeit % das
Ergebnis ,,|1,)“. Wird an beiden Qubits aber die
gleiche Observable 4 gemessen, also 4 ® [ und
I ® 4, so sind die Ergebnisse immer perfekt antikor-
reliert. Dies ist eine ganz erstaunliche Eigenschaft
des Singlet-Zustands, die sich aber unmittelbar aus
der bereits oben angefiihrten Darstellung des
Singlet-Zustands als antisymmetrische Uberlagerung
zweier orthogonaler Zustinde in einer beliebigen
Basis ergibt (siche Gleichung {1}).

Wihrend es vielleicht nicht so iiberraschend ist, dass
eine Eigenschaft (positive oder negative Orientie-
rung in z-Richtung) bei den beiden Qubits iiberein-
stimmt, so ist es doch dullerst erstaunlich, dass alle
Eigenschaften der beiden Qubits iibereinstimmen,
obwohl diese fiir das einzelne Qubit jeweils vor der
Messung gar nicht festgelegt waren!

Das Verhalten von verschrinkten Zustdnden unter
Messungen und die dabei auftretenden Korrelationen
kann durch Abb. 9 illustriert werden [5]. Dazu be-
trachten wir eine Minze, deren Seiten zwei senk-
rechten Zustidnden entsprechen (antiparallel in der
Bloch-Kugel-Darstellung). Eine Seite der Miinze
gehort zu Qubit A, die andere Seite der Miinze zu
Qubit B. Einen Produktzustand zweier senkrechter
Zustinde, z. B. den Zustand | 0)|1) kann man sich
wie eine Miinze vorstellen, die auf einem Glastisch
liegt. Der Zustand des Qubits A entspricht der obe-
ren Seite der Miinze (Alice schaut von oben auf die
Miinze), der Zustand des Qubits B der unteren Seite
der Miinze (Bob schaut von unten auf die Miinze).
Liegt ein verschriankter Zustand vor, z. B.

L

|l//‘>=\5

(101)=[10), {58}
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so entspricht dies einer rotierenden Miinze. Die
Rotation symbolisiert die Uberlagerung der beiden
moglichen Konfigurationen der Miinze (Kopf oben
und Zahl unten bzw. umgekehrt), wobei aber beide
Konfigurationen gleich wahrscheinlich sind — analog
zu einem quantenmechanischen Uberlagerungszu-
stand. Erst bei einer Messung (= Beobachtung)
kommt die Miinze auf der einen oder anderen Seite
zu liegen. Dabei ist es zufillig, welcher Zustand
(Kopf oder Zahl bzw. ,0° oder ,1°) sich fiir Alice
ergibt. Auch aus der Sicht von Bob ergibt sich ein
zufilliges Ergebnis. Allerdings findet Bob jeweils
den zu Alice senkrechten Zustand — immer wenn
Alice ,,Zahl* findet, erhélt Bob ,, Kopf und umge-
kehrt. Dies verdeutlicht den Zufallscharakter von
Einzelmessungen, aber auch deren perfekte Korrela-
tion.

Alice bzw. Bob konnen auch noch andere Eigen-
schaften messen (entsprechend der Wahl einer ande-
ren Messbasis — z. B. der Observablen o, — bei Alice
und Bob). Auch in diesem Fall sind diese Eigen-
schaften vor der Messung nicht festgelegt. Nach der
Messung ergibt sich sowohl fiir Alice als auch fiir
Bob ein zufilliges Ergebnis, wobei die Ergebnisse
von Alice und Bob aber immer unterschiedlich —
und zwar perfekt antikorreliert — sind. In diesem
Sinne lésst sich das Bild der rotierenden Miinze fiir
den Singlet-Zustand fiir beliebige Messrichtungen
verwenden. Auch bei unterschiedlichen Messrich-
tungen sind noch gewisse Korrelationen zwischen
den Messergebnissen vorhanden. Diese sind umso
stirker, je besser die Messrichtungen iibereinstim-
men. Im Gegensatz zu Messungen an orthogonalen
Zustinden (die auf der Bloch-Kugel Antipoden
entsprechen) fiihrt die Messung von komplementi-
ren Observablen (also Messrichtungen, die in der

Bloch-Kugel im rechten Winkel aufeinanderstehen)
zu vollkommen unkorrelierten Ergebnissen. Als
Beispiel sei eine z-Messung an Qubit A und eine x-
Messung an Qubit B angefiihrt: Die erste Messung
liefert ein zufélliges Ergebnis, wobei der Zustand
nach der ersten Messung je nach Messergebnis
durch |01) bzw. |10) gegeben ist. Die anschlie-
Bende x-Messung am zweiten Qubit liefert dann — in
beiden Féllen — ebenfalls ein vollig zufdlliges Er-
gebnis.

Fiir andere Bell-Zustdnde ist das Bild der rotieren-
den Miinze auf die Messung einer fixen Eigenschaft
beschrinkt, wie man am Beispiel des |¢ ) -
Zustands sehen kann. Dieser besitzt beziiglich der
o,-Messungen perfekte Antikorrelation, aber beziig-
lich einer o,-Messung perfekte Korrelation. Dieser
Sachverhalt ist in Abb. 10 fiir den Zustand | ¢~ )
illustriert. Messungen in der z-Basis zeigen eine
perfekte Korrelation, was man aus der Darstellung

oL
|¢>_ﬁ

(100)+[11)) {59}

sehen kann. Messungen in der x-Basis fithren zu
perfekter Antikorrelation, da

|¢>=%(I 0 [T+[1,)10,)). {60}

Messungen in komplementiren Basen (z bzw. x)
fithren zu unkorrelierten Ergebnissen.

Abb. 9: Die ,rotierende Miinze*: Vor der Messung befindet sich die ,,Miinze*“ (alias das verschrankte Qubit-Paar) in einem
Uberlagerungszustand. Nach der Messung bzw. Wechselwirkung mit der Umgebung ist eine der beiden Mdglichkeiten realisiert.
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5.3 Messungen des Gesamtsystems

Wir haben im vorherigen Abschnitt bereits ange-
sprochen, dass man bei einem Zwei-Qubit-System
nicht nur Messungen mit zwei moglichen Ergebnis-
sen betrachten kann. Vielmehr kann man das Ge-
samtsystem der beiden Qubits auch als 4-Niveau-
System auffassen. In einem solchen System sind nun
auch Messungen mit vier moglichen Ergebnissen
erlaubt. Solche vollstdndigen Messungen sind durch
die Angabe von vier orthogonalen Zustinden, also
durch Angabe einer Basis, charakterisiert. Dabei
stellt man an das System die Frage, in welchem der
vier moglichen Zustinde es sich befindet.

Fiir eine kompakte Behandlung schreiben wir die
vier Basiszustinde als |¢,), mit i =0, 1, 2, 3. Jeder
Zustand eines 4-Niveau-Systems kann als Uberlage-
rung der vier Basiszustidnde geschrieben werden:

lw)=ay|@p)+a @) +ay | @) +ay|ps) {61}

Bei Verwendung der Binédrnotation und der Standard
z-Basis ergibt sich z. B.

|99) =100),| 1) = O1),[ ) =|10),] @5) =|11) . {62}

Wie bei einer Messung am einzelnen Qubit ist auch
in diesem Fall die Messwahrscheinlichkeit fiir das
jeweilige Messergebnis durch das Betragsquadrat

..
..

| _— i

—

B
TN

Abb. 10: Messungen beim verschrinkten Qubit-Paar im Zustand | ¢_> . Wihrend bei einer g,-Messung an den beiden
Qubits immer zufillige, aber perfekt korrelierte Ergebnisse gefunden werden (oben), liefern o,-Messungen zufillige, aber
perfekt antikorrelierte Ergebnisse (Mitte). Werden an den beiden Teilchen Messungen in orthogonalen Basen (also Messun-
gen von unterschiedlichen Eigenschaften) durchgefiihrt, so sind die Ergebnisse zuféllig und unkorreliert (unten).

des entsprechenden Koeffizienten gegeben. Das
Messergebnis ,,| ¢,) “ tritt also mit der Wahrschein-
lichkeit

=o)X lw) = a; {63}

auf, wobei i =0, 1, 2, 3. Der Zustand nach der Mes-
sung ist jeweils durch | ¢,) gegeben.

Wir weisen darauf hin, dass die obige Beziehung fiir
jede beliebige Basis gilt; in jedem Fall handelt es
sich um eine erlaubte — und auch mogliche — Mes-
sung.

Insbesondere kann es sich bei den Basisvektoren
selbst auch um verschrinkte Zustinde handeln. Als
wichtigstes Beispiel sei hierfiir die sogenannte Bell-
Messung angefiihrt, wobei die moglichen Messer-
gebnisse durch die vier Bell-Zustinde gegeben sind.
Bis auf eine irrelevante Phase kann diese Basis
kompakt in der Form

lp)=1®0;|4") {64}
geschrieben werden, wobei
oy=1,00=0,,0,=0,,0y=0, {65}

die Pauli-Matrizen bezeichnen.
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5.3.1 Kommutierende Observablen

Wir wollen noch kurz auf den Begriff von kommu-
tierenden Observablen bzw. vertraglichen (kompatib-
len) Messungen eingehen. Ein Beispiel fiir solche
kompatiblen Messungen haben wir bereits kennen-
gelernt: getrennte Messungen der beiden Qubits.
Charakterisiert ist eine solche Messung dadurch,
dass die Reihenfolge der Messungen fiir das Ergeb-
nis (genauer gesagt: fiir die auftretenden Wahr-
scheinlichkeiten) irrelevant ist. Die beiden Messun-
gen fragen unterschiedliche Eigenschaften des Ge-
samtsystems ab, die unabhingig voneinander be-
stimmte Werte haben koénnen. Im Fall der Ein-
Qubit-Messungen sind dies die Eigenschaften von
Qubit A und Qubit B. Der Vollstindigkeit halber sei
noch angemerkt, dass sich durch Berechnung des
Kommutators iiberpriifen ldsst, ob zwei Observablen
A und B kommutieren, also die Messungen vertrig-
lich sind. Dies ist der Fall wenn [4, B] = AB — BA =
0 gilt.

Beispiel 1: Messungen der einzelnen Qubits

Betrachten wir konkret den Fall von z-Messungen an
den beiden Qubits. Die Messung o, ® I an Qubit A
hat zwei mogliche Ergebnisse: Das erste Qubit kann
entweder im Zustand |0,) oder im Zustand |1,)
sein. Die zweite Messung, / ® g,, bezieht sich auf
eine andere, dazu kompatible Eigenschaft, ndmlich
den Zustand des zweiten Qubits. Auch dieser kann
entweder |0g) oder |1z) sein, unabhingig davon,
was der Wert der ersten Observablen ist. Eine der
Messungen legt nur eine der beiden Eigenschaften
fest. Erst wenn beide Messergebnisse bekannt sind,
ist vollstdndig bestimmt, welcher der vier moglichen
Zusténde vorliegt. Formal wird das dadurch ausge-
driickt, dass die Messungen der einzelnen Qubits
durch zweidimensionale Projektoren beschrieben
werden (siche oben). Die Eigenzustéinde der Obser-
vablen sind jeweils zweifach entartet. Die erste Mes-
sung legt nun fest, in welchem der beiden zweidi-
mensionalen Unterrdume

B! =[00(00]+]01)(01|= 0X0|®I {66}
R =10)(10] + | LIXI1 = 11| ®1 167}

sich das System befindet. Die zweite Messung legt
fest, in welchen der beiden Radume

B =[00(00|+[10)(10|=I®|0)0| {68}
R” 50101 +[10)X10 = /@[ 11| 169}

sich das System befindet. Es gilt, dass die paarwei-
sen Produkte der zweidimensionalen Projektoren
jeweils einen eindimensionalen Projektor bilden,
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also einen Zustand eindeutig festlegen. Es gilt z. B.
B{'RF =/ 00)(00 | . Dies wird in Abb. 11 illustriert.

I ® o,
105 | 1)

0,5 100) | 1)
[

o, ®
1) 110y | 1D

Abb. 11: Messung von kommutierenden Observablen. Die
Reihenfolge der Messungen ist fiir das Ergebnis irrelevant.

Messungen von kommutierenden Observablen kon-
nen nun analog betrachtet werden. Eine Observable
legt eine Eigenschaft des Systems fest, die zweite
Observable eine andere — davon unabhingige —
Eigenschaft. Erst wenn beide Eigenschaften bekannt
sind, ist der Zustand des Systems eindeutig be-
stimmt. Es sei nochmals daran erinnert, dass es auch
unvertriagliche Messungen gibt, die sich auf kom-
plementédre Eigenschaften (also nicht kommutieren-
de Observablen) beziechen. Bei einem einzelnen
Qubit sind dies z. B. die Observablen o, und o.. Ein
einzelnes Qubit kann nicht gleichzeitig die Eigen-
schaft einer fixen x- und z-Orientierung aufweisen.

Beispiel 2: Bell-Messung

Wir betrachten als weiteres Beispiel die Observablen
0. ® o, und o, ® o,. Diese beiden Observablen sind
vertrdglich und charakterisieren zusammen eine
Bell-Messung. Betrachten wir zundchst die Obser-
vable o0, ® 0.. Wie im Fall der Einzel-Qubit-
Messungen findet man auch hier, dass es nur zwei
Eigenwerte +1 und —1 gibt (und damit zwei mogliche
Messergebnisse). Die zugehorigen Eigenrdume sind
jeweils wieder zweifach entartet und werden durch
die Projektoren

By =" X" [+]¢ Xo | {70}
(Eigenwert +1) bzw.
B, =y Xy | +ly Xy | {71}

(Eigenwert —1)

beschrieben. In der Spektraldarstellung lasst sich
0. ® o, wie folgt schreiben:

0,®0, =(+)F;+(-DE,. {72}
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Das Ergebnis der Messung gibt an, ob ein @°- oder
ein Y’-Zustand vorliegt, ohne dass ¢ bestimmt wer-
den kann.

Die Observable g, ® o, hingegen ist durch Projek-
toren

P = ¢"Xp" |+ |y Xw" | (Eigenwert +1) bzw.

P =g N |+1y Ny | {73}

(Eigenwert —1) beschrieben. Auch hier gibt es zwei
mogliche Messergebnisse, und die zugehorigen
Eigenvektoren sind zweifach entartet. Das Ergebnis
dieser Messung gibt an, ob ein Zustand ¢ = + oder ¢
= — vorliegt, ohne Information dariiber zu liefern, ob
es sich um einen @- oder einen P-Zustand handelt.
Gemeinsam wird dann einer der vier Bell-Zustéinde
festgelegt. So entspricht z. B. die Projektion Py P.
einer Projektion auf den Zustand |¢"),

PP =74 .

Beispiel 3: Gesamtdrehimpuls und z-Komponente
des Drehimpulses

In der Quantenphysik spielen der Drehimpuls und
die Addition von Drehimpulsen eine wichtige Rolle.
Wir wollen dies hier anhand der zwei Qubits (Spins)
illustrieren. Wir betrachten dazu die beiden kommu-
tierenden Observablen

S.=(0,®1+1®05,)/2 (74}

S?=(I®I)/2+
U®I+0,®0, + {75}
0,80,+0,®0,)/4,

die gemeinsam eine vollstindige Messung beschrei-
ben. Dabei entspricht § (bis auf das Planck‘sche
Wirkungsquantum #) dem Gesamtdrehimpuls der
beiden Teilchen, und S, der z-Komponente. Man
findet, dass die Eigenwerte (d.h. die mdglichen
Messergebnisse) der Observablen §* durch 0 bzw.
+1 gegeben sind, wobei die zugehorigen Eigenrdume
einfach bzw. dreifach entartet sind. Es gilt also:

$% = (0)P +(+1) P {76}

P =y~ Xy~ | entspricht der Projektion auf den
(antisymmetrischen)  Singlet-Zustand, = wéhrend
Pr=ly Yy " | +]00)00|+|11)11| die Projektion
auf den (symmetrischen) Raum der Zustinde mit
Gesamtspin 1, der sogenannten Triplet-Zustinde,
bezeichnet.

Die Observable S, besitzt Eigenwerte —1, 0, +1, die
respektiv einfach, zweifach und einfach entartet

sind. Die zugehorigen Eigenzustéinde sind durch
[11), {|w™),|w )} bzw. |00) gegeben. Es gilt
daher:

S. = (=D DAL[+O)(w X" [+
Ly Xy~ D+(+1)[00)00|

73

Durch Angabe des Gesamtspins S sowie der z-
Komponente m (Eigenwerte von §;) wird also eine
vollstindige Messung beschrieben. Die gemeinsa-
men Eigenvektoren | S, m) sind gegeben durch

10,0y =y );
|1’_1> :|11>5| 130> :| l//+>7| 1’1> :l 00>

{78}

Damit sicht man, dass auch mit asymmetrischen
Aufteilungen des vierdimensionalen Raums voll-
stindige Messungen beschrieben werden konnen.
Das hier beschriebene Prinzip — das Quadrat des
Gesamtdrehimpulses und die z-Komponente des
Gesamtdrehimpulses stellen kommutierende Obser-
vablen dar — spielt bei der Addition von Drehimpul-
sen (z. B. bei der Spin-Bahn-Kopplung im Wasser-
stoffatom) eine wichtige Rolle. Damit ldsst sich
gemeinsam mit den Quadraten der urspriinglichen
Drehimpulse eine vollstindige Messung konstruie-
ren bzw. der zugehdrige Hamilton-Operator diago-
nalisieren.

5.4 Korrelation der Messergebnisse

Wir haben bereits den Begriff ,, Korrelationen* ver-
wendet, ohne ihn jedoch prézise zu definieren. Im
Fall von ,maximalen* bzw. gar keinen Korrelatio-
nen ist auch intuitiv klar, was damit gemeint ist. Fiir
den Fall von teilweisen Korrelationen betrachtet
man einerseits die Erwartungswerte der gemeinsa-
men Messung und andererseits die Korrelationsfunk-
tion bzw. im klassischen Fall den sogenannten Kor-
relationskoeffizienten.

Dabei geht es anschaulich um die Rate der Uberein-
stimmungen der Messergebnisse. Dies ist in Abb. 12
fiir verschiedene Messungen an den beiden Teilchen
eines verschriankten Zustands illustriert. Das Expe-
riment wird N Mal wiederholt und die entsprechen-
den Messergebnisse werden aufgezeichnet. Messer-
gebnisse +1 bzw. —1 entsprechen den schwarzen
bzw. weiBen Kistchen. Liegt eine Ubereinstimmung
bei der entsprechenden Messung vor, wird dies
durch ein weilles bzw. schwarzes Késtchen angedeu-
tet (beide Ergebnisse +1 bzw. beide Ergebnisse —1).
Bei unterschiedlichen Werten ergibt sich ein graues
Késtchen. Sind nun alle Késtchen schwarz oder
weil, so besteht perfekte Korrelation. Sind alle
Kaéstchen grau, liegt perfekte Antikorrelation vor. Ist
die Summe der weilen und schwarzen Késtchen
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gleich der Anzahl der grauen Késtchen, sind die
Ergebnisse unkorreliert. Gibt es mehr graue Kést-
chen als weille/schwarze Késtchen, liegt eine teil-
weise Antikorrelation vor. Durch Abzdhlen der
Kastchen lésst sich also ein (experimenteller) Korre-
lationskoeffizient ermitteln.

Wir wollen diese intuitive Herangehensweise nun
formalisieren. Dazu betrachten wir zundchst die
Messungen von einer Observable O, an einem ein-
zelnen Qubit A. Das Ergebnis ,,+1° tritt mit der
Wahrscheinlichkeit p, auf, das Ergebnis ,,—1“ mit
der Wahrscheinlichkeit p . Betrachtet man nun N
Wiederholungen des Experimentes, so wird m Mal
das Ergebnis +1 auftreten, und N—m Mal das Ergeb-
nis —1. Die relative Haufigkeit, m/N bzw. (N-m)/N
entspricht fiir groBe N den Wahrscheinlichkeiten p.
bzw. p_. Der Erwartungswert (O,), dieser Obser-
vablen beziiglich eines Zustands |¢@) ist gegeben
durch  (O4) = (4|04 |#) = po(+D)+ pi(-1) und
gibt an, wie zufillig das Ergebnis ist bzw. welches
Ergebnis hdufiger ,,zu erwarten” ist. Ein Erwar-
tungswert O entspricht einem zufdlligen Ergebnis,
wihrend eine Erwartungswert von +1 einer Mess-
wahrscheinlichkeit p.=1 entspricht, also einem
deterministischen Messergebnis.

N

N

N

Wir betrachten nun analog dazu die Messung der
Observablen O, am Qubit A, und der Observable Oy
am Qubit B, wobei ein Zwei-Qubit-Zustand |y/)
vorliegt. Die Messung O, ® Opg hat vier mogliche
Ergebnisse: (+1,, +15) (Wert +1), (+14, —1p) (Wert
—1), (<14, +1g) (Wert —1), und (=14, —1) (Wert +1),
mit den Wahrscheinlichkeiten p.., p,, p_. und p__.
Dadurch ergibt sich der Erwartungswert

EV/(O/DOB):(OA ®OB>1// =

W 0,804 |y)=
=p(FD+p(=D+p_ =D+ p__(+]).
{79}
Die Korrelationsfunktion ist definiert als
K, (0,,05)=
vrATs (80}

(0,®05), ~(0,8D),(I®0y),.

Das entspricht den Korrelationen bei einer gemein-
samen Messung, abziiglich der Korrelationen der
unabhingigen Einzelmessungen.

Abb. 12: Korrelationen beim verschrinkten Qubit-Paar im Zustand | ¢~ ) (vergleiche Abb. 10). WeiBe/schwarze Késtchen
entsprechen nach Uberlagerung der Zufallsmuster von identischen Messergebnissen, wihrend graue Kistchen unterschiedli-

che Messergebnisse darstellen.
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5.4.1 Beispiele

Im Falle eines Produktzustands, |y) =¢,)®| x5),
findet man wie bereits oben erwéhnt, dass die Mes-
sungen an Qubit A und Qubit B einander nicht be-
einflussen. Dadurch ist

Poo, = P PE, {81}

fiir g; € {+1, —1}. Daraus folgt aber unmittelbar, dass
Ky/(OA, OB) =0.

Bei einem maximal verschriankten Anfangszustand,
z. B. |w) =|w ™), gilt fiir identische Observablen:

0,=0, (82

<OA®[>~//’ :<I®OB>V =0 {83}
und

(0,®0p), =y 10,80, |y )=-1{84}
und somit

El/,— (04,05)=-1 {85}
und auch

K,/,f (04,05)=-1. {86}

Die Ergebnisse sind perfekt antikorreliert.

Betrachtet man hingegen teilweise verschrinkte
Zustinde, wie z. B. den Zustand
|w) =cos$|01)—sin 3|10, so findet man teilweise
Korrelationen.

In dhnlicher Weise fithren bei einem maximal ver-
schriankten Zustand Messungen in unterschiedlichen
Basen an Qubit A und B zu teilweisen Korrelatio-
nen. Betrachten wir dazu konkret den |y ™) -
Zustand, und die Messung der Observablen
O(B) = 0p)O0p | —|1p){1p |, zugehdrig zu einer
Messrichtung b, die gegeben ist durch die Eigenvek-

toren
10)=cos510)+sin |1, -
[1,) =—sin B|0)+cos B |1).

Wir betrachten die Messung der Observablen Ox(a)
an Qubit A (Messrichtung a) und die Messung der
Observablen Og(f) an Qubit B (Messrichtung b).
Weil die Messungen der einzelnen Qubits jeweils
vollkommen zuféllige Ergebnisse liefern, gilt:

E, (0,4(a),05(5)

{88}
=K, (0,4(2),05(5)

Durch Einsetzen zeigt man, dass

Eu/’ (a, ) = Eu/’ (O4(),05(B)) =

W 10,@®0(B) |y ) = {89}
—cosRa -2p).

Je dhnlicher die Messbasen sind, desto stirker ist die
Antikorrelation. Bei komplementiren Messbasen,
also z. B. a =0 und = n /4 — entsprechend einer z-
Messung an Qubit A und einer x-Messung an Qubit
B —, erhilt man keine Korrelation: E, (0,7/4)=0.

Ahnlich verhilt es sich fiir andere maximal ver-
schriankte Bell-Zustidnde. So erhélt man etwa fiir den

Zustand 2 und  reelle  Observablen
Oa(a) ® Oa(P):
E, (a.B)=
(4" 10,()®0,(B)|¢") = o0
cos(Ra —20).

5.4.2 Klassische Korrelation am Beispiel eines
Gliicksrads

Ein Vergleich zwischen der moglichen Stirke von
klassischen Korrelationen und Quantenkorrelationen
wird in Abb. 13 anhand verschiedener Gliicksrdder
illustriert. Das Gliicksrad wird gedreht und Alice
und Bob beobachten das Rad von vorn bzw. von
hinten. Alice und Bob kdnnen dabei den Messwinkel
a bzw. f (= Winkel zur x-Achse des Rades) frei
wihlen. Als Ergebnis finden sie dabei entweder
,weill* oder ,schwarz“. Uns interessiert nun flr
unterschiedliche Winkel a und £ die Korrelation der
Messergebnisse, die nur von der Differenz |a — f|
abhingt. In Abb. 3 sind die Korrelationen fiir unter-
schiedliche Gliicksrader dargestellt. Betrachten wir
z. B. das Gliicksrad 3, so findet man bei identischen
Messwinkeln, also |a — | =0, perfekte Korrelation.
Sind die Messwinkel allerdings unterschiedlich,
hingt es von der Lage des Gliicksrads (bzw. vom
konkreten Wert von o und f) ab, ob man Korrelation
bzw. Antikorrelation findet. Ist |a — | klein, so sind
die  Ergebnisse iiberwiegend korreliert, fiir
o —p)| =n/4 findet man gleich hdufig korrelierte
wie antikorrelierte Ergebnisse — im Mittel also einen
Korrelationskoeffizient 0. Fiir |a — | =7/ 2 sind die
Ergebnisse immer antikorreliert.

Vergleicht man die mit diesen klassischen Gliicksra-
dern erzielbaren Korrelationen mit der Korrelation
eines maximal verschrinkten Zustands |g*),
Ey (a, ) =cos(2a —2p), so stellt man fest, dass es
kein klassisches Gliicksrad gibt, das diese Korrelati-
onen erzielen kann. Die Quantenkorrelationen sind
starker als die klassischen Korrelationen.



Diir, Heusler

Alice

Bob

Abb. 13: Vergleich von klassischer Korrelation und Quantenkorrelation. Dazu werden Gliicksrdder mit unterschiedlicher
Struktur (1 bis 3) betrachtet. Die Messung am ,,Gliicksrad* bei Alice verdndert Bobs Ergebnis nicht. Die verschiedenen
Gliicksrdder ergeben die gezeigten Korrelationsfunktionen 1, 2, 3. Die Kurve 4 zeigt die Korrelationen fiir den maximal
verschrinkten Bell-Zustand | ¢* ) . Die Messung an | ¢*) bei Alice verindert die Wahrscheinlichkeiten bei Bob, im Gegen-

satz zum Fall des klassischen Gliicksrads.

5.4.3 EPR-Paradoxon und Bell‘sche Unglei-
chung

Diese Eigenschaft der maximal verschrinkten Zu-
stinde wird im Rahmen der Bell‘schen Ungleichung
verwendet, um zu zeigen, dass quantenmechanische
Korrelationen in der Tat stidrker sind als ,klassisch
erlaubt”. Genauer gesagt sind die quantenmechani-
schen Korrelationen stéirker, als es im Rahmen jeder
Theorie moglich ist, welche die fiir uns iiblicherwei-
se so selbstverstandlichen Annahmen von ,,Realitdt*
und ,,Lokalitdt™ erfuillt [8].

Unter ,,Realitét” versteht man in diesem Zusammen-
hang, dass Messgrofien einen fixen Wert besitzen —
unabhingig davon, ob eine Beobachtung (Messung)
durchgefiihrt wird oder nicht. Ein Objekt besitzt also
eine gewisse Eigenschaft. Zufillige Ergebnisse sind
in diesem Zusammenhang auch mdoglich — sie kon-
nen z.B. durch unzureichende Kenntnis weiterer
,verborgener Parameter” bedingt sein [8]. Lokalitét
bezieht sich auf den lokal beschrénkten Einfluss von
Messungen: Eine Messung an einem bestimmten Ort
kann das Ergebnis einer Messung an einem weit
entfernten Ort nicht beeinflussen.
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Diese beiden Annahmen ermdglichen aber, fiir die
erlaubte Stiarke von Korrelationen eine ganz allge-
mein giiltige Ungleichung aufzustellen, welche jede
Theorie erfiillen muss, die Lokalitdt und Realitét
voraussetzt. Dies ist die sogenannte Bell’sche Un-
gleichung [9, 4]. Eine besonders einfache und gut
anwendbare Ungleichung dieses Typs wurde von
Clauser, Horne, Shimoni und Holt formuliert. Die
sogenannte CHSH-Ungleichung lautet [10]

S<2
S = | E(d,,b)—E(d,,b,)+ E(dy,b )+ E(d,,b,)|.

{91}
Dabei bezeichnet FE(a,,b) den Erwartungswert
einer Messung der Eigenschaft ,, 4, “ am ersten Teil-
chen und der Eigenschaft ,, 5, “ am zweiten Teilchen
— also ein MaB fiir die Stdrke der Korrelationen bei
dieser Messung. Im quantenmechanischen Fall sind
dies die Messrichtungen, also die Wahl von a bzw.
p. Die oben spezifizierte Summe dieser Erwar-
tungswerte bzw. Korrelationen wird mit S bezeich-
net. Der Wert von S ist unter Voraussetzung von
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,,Lokalitit“ und ,Realitdt“ auf 2 beschriankt. Man
findet nun aber — sowohl mathematisch als auch in
zahlreichen Experimenten —, dass verschriankte Zu-
stinde flir eine bestimmte Wahl der Messrichtungen
die CHSH-Ungleichung verletzen.

Fir den Singlet-Zustand |y~ ) fiilhrt die Wahl
0,=0, ;a=n/4, p1=n/8, f ,=3n/8 beispiels-
weise zu S :2\/5 , d.h. zu einer Verletzung der
CHSH-Ungleichung. Die quantenmechanischen
Korrelationen sind also stdrker als im Rahmen der
Ungleichung erlaubt!

Dies bedeutet nun, dass die Quantenmechanik eine
(oder auch beide!) der Voraussetzungen — ,,Lokali-
tat“ und ,,Realitdt“ — verletzt. Der experimentelle
Nachweis dieser Verletzung hat aber noch weitrei-
chendere Konsequenzen. Die Tatsache, dass sich die
Natur so verhilt, bedeutet namlich, dass selbst wenn
sich eines Tages herausstellen sollte, dass die Quan-
tenmechanik nicht die korrekte Theorie zur Be-
schreibung der Natur ist (und wir sollten nicht ver-
sucht sein, zu meinen, dass die Quantenmechanik
bereits die endgiiltige Theorie der Natur darstellt —
auch wenn sie auf atomarer Ebene so erfolgreich
ist), auch jede Nachfolgetheorie notwendigerweise
so gestaltet sein muss, dass zumindest eine der fiir
uns so natiirlichen Annahmen — Lokalitdt oder Reali-
tit — aufgegeben werden muss. In diesem Sinne geht
die Bedeutung der Bell‘schen Ungleichung weit
iiber die Quantenphysik hinaus. Sie zeigt uns, dass
es keine lokale, realistische Theorie geben kann,
welche die Vorgidnge in der Natur korrekt be-
schreibt. Es sei auf Folgendes hingewiesen: Obwohl
die Verletzung der Bell‘schen Ungleichung in zahl-
reichen Experimenten mit unterschiedlichen Syste-
men nachgewiesen wurde, ist bisher kein Experi-
ment durchgefilhrt worden, das alle mdglichen
»Schlupflocher  (unperfekte Detektoren, ,fair
sampling“, rdumliche Trennung, zufdllige Auswahl
der Messrichtungen usw.) gleichzeitig beriicksichtigt
bzw. ausschlieBt [11]. Unter den Experten herrscht
die (beinahe) einhellige Meinung vor, dass die Expe-
rimente die Voraussagen der Quantenmechanik —
also eine Verletzung der Bell‘schen Ungleichung —
nachweisen.

5.4.4 Klassische Korrelation vs. Quantenkor-
relationen — gemischte Zustinde

Ahnlich wie im Fall eines einzelnen Qubits (siche
[2]) betrachten wir nun Unterschiede zwischen klas-
sischen Gemischen und quantenmechanischen Uber-
lagerungszustinden. Auch bei einem klassischen
Gemisch konnen Zufall und Korrelationen auftreten.
Diese sind jedoch limitiert und von einer ginzlich
anderen Natur als quantenmechanische Korrelatio-
nen.

Betrachten wir dazu ein System von zwei klassi-
schen Bits. Wir nehmen an, dass beide Bitwerte
identisch sind. Man kann dabei etwa an zwei Kugeln
denken, die beide die gleiche Farbe — weil3 oder
schwarz — besitzen; oder auch an ein Paar Socken,

das entweder weill oder schwarz ist. Betrachten wir
nun ein Ensemble solcher Zwei-Bit-Zustinde, in
dem die beiden moglichen Konfigurationen 00 und
11 gleich hiufig vorkommen, jeweils mit der Wahr-
scheinlichkeit poy = p11 = Y. Es ist nun klar, dass bei
einer Messung eines einzelnen Bits ein zufdlliges
Ergebnis gefunden wird. Betrachtet man hingegen
Messungen an beiden Bits, so wird man feststellen,
dass die Ergebnisse immer identisch sind — die
Messergebnisse sind korreliert. Eine analoge Situa-
tion kann man sich nun mit Qubits vorstellen, wobei
entweder beide Qubits im Zustand |0) oder beide
Qubits im Zustand | 1) sind. Der Gesamtzustand des
Zwei-Qubit-Systems miisste durch eine Dichtemat-
rix p beschrieben werden, wobei die Zustdnde | 00)
und |11) jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 2 vor-
kommen. Die Messung der Observablen ¢, am Ein-
zel-Qubit liefert ein zufélliges Ergebnis:

(cl®n,=I®c’), =0. {92}

Die Messergebnisse sind aber perfekt korreliert:

(cl®c?), =1. {93}

Dieses Verhalten erinnert zunichst stark an einen
maximal verschrinkten Quantenzustand, den |@*) -
Zustand, der eine kohdrente Uberlagerung der zwei
moglichen Konfigurationen |00) und |11) darstellt.
Auch dort findet man bei Messungen der Einzel-
Qubits ein zufilliges Ergebnis, bei einer Messung
der Observablen o, ® o, (was einer Messung der
Eigenschaft ,,0“ oder ,,1 an beiden Qubits ent-
spricht) immer identische Ergebnisse:

(o ®UZB>¢+ =+1. {94}

Die beiden Situationen sind allerdings nicht iden-
tisch, und man kann in der Tat durch andere Mes-
sungen unterscheiden, welche Situation vorliegt.
Eine Moglichkeit ist die Messung der Einzel-Qubits
in einer gedrehten Basis, z. B. der x-Basis (Obser-
vable o,). Man iiberpriift leicht, dass

L

|¢>=\5

(10 10+ 1) [1.)). {95}

Daraus folgt unmittelbar, dass auch beim Zustand
| ") fiir eine Messung in dieser Basis perfekte
Korrelation der Messergebnisse vorliegt:
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(o ®O'f)¢+ =1. {96}

Fiir das klassische Gemisch gilt hingegen, dass die
Messergebnisse in diesem Fall unkorreliert sind.

Wir stellen uns dazu den gemischten Zustand so vor,
dass entweder der Anfangszustand | 00) vorliegt,
oder der Anfangszustand |11) — jeweils mit der
Wahrscheinlichkeit 2. In beiden Féllen iiberzeugen
wir uns leicht, dass die Messergebnisse der einzel-
nen x-Messungen unkorreliert sind:

(Gf ®crf)‘00> = <O‘;1 ®O’f)m> =0. {97}

Dies gilt selbstverstindlich auch fiir das Gemisch
der beiden Konfigurationen:

<0'f®0'f>p =0. {98}

Der verschrinkte Zustand besitzt also Korrelationen
nicht nur beziiglich einer Eigenschaft, sondern be-
ziiglich vieler, unterschiedlicher Eigenschaften. In
diesem Sinne sind die Korrelationen stirker als in
einem klassischen Zustand oder in einem klassi-
schen Gemisch. Am klarsten ist das beim Singlet-
Zustand |y~ ) zu sehen: Identische Messungen an
beiden Qubits in beliebigen Basen (d. h. bei Mes-
sungen einer beliebigen Eigenschaft) zeigen eine
perfekte Antikorrelation (siehe Gleichung {1}).

Auch durch eine Messung am Gesamtsystem kann
zwischen einer kohdrenten und einer unkohdrenten
Uberlagerung der Zustéinde |00y und |11y unterschie-
den werden. Im ersten Fall gibt es eine vollstindige
Messung, z. B. die Messung in der Bell-Basis, die
ein deterministisches Ergebnis liefert, das zum Zu-
stand | ¢@") gehort. Im Fall einer inkohdrenten
Uberlagerung, d. h. eines gemischten Zustands, gibt
es dagegen keine vollstindige Messung, die ein
deterministisches Ergebnis liefern konnte — jede
Messung ist mit einem Zufallselement behaftet.

Verwendet man das Bild der Miinze (siche Abb. 9),
so entspricht die kohirente Uberlagerung (ver-
schrinkter Zustand) einem Ensemble von vielen
rotierenden Miinzen, deren Eigenschaft jeweils erst
durch die Messung festgelegt wird. Die Messergeb-
nisse der beiden Parteien sind immer perfekt antikor-
reliert, egal welche Eigenschaft gemessen wird. Das
klassische Gemisch entspricht aber dem Fall, bei
dem jede Miinze des Ensembles bereits gefallen ist.
Der Wert ist vor der Messung festgelegt, es ist ledig-
lich unbekannt, ob Kopf oder Zahl oben ist. Die
Korrelationsfunktion fiir beide Fille ist in Abb. 12
bzw. Abb. 15 dargestellt.

5.5 Verschrinkung von gemischten Zustinden
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Die Frage, ob ein reiner Zustand verschrénkt ist oder
nicht, ldsst sich leicht beantworten. Man muss nur
iiberpriifen, ob es mdglich ist, den Zustand als Pro-
duktzustand | ®) =y 4)® | ) zu schreiben. Ist dies
der Fall, handelt es sich nicht um einen verschrink-
ten Zustand — ansonsten ist der Zustand verschrénkt.

Bei gemischten Zustinden ist die Situation etwas
komplizierter. Betrachten wir dazu eine Situation, in
der eine gewisse (klassische) Unsicherheit besteht,
welcher Quantenzustand vorliegt, da ein Zustands-
gemisch prépariert wurde. Dies wird durch ein En-
semble {p;,| @)} beschrieben, d. h. durch Angabe
der Wahrscheinlichkeiten und der zugehorigen Zu-
stinde. Formal kann man das System mit Hilfe eines
Dichteoperators beschreiben:

P= 014X 1. {99}

Dieser Dichteoperator iibernimmt nun die Rolle des
Zustandsvektors und entspricht einer vollstindigen
Beschreibung des vorliegenden Quantensystems,
unter Beriicksichtigung der (klassischen) Unkennt-
nis. Verschiedene physikalische Realisierungen, also
unterschiedliche Ensembles {p;,|#,)}, konnen
dabei auf identische Dichteoperatoren fithren, was
aus quantenmechanischer Sicht ununterscheidbaren
Situationen entspricht.

Durch den Dichteoperator sind Messwahrschein-
lichkeiten sowie der Zustand nach der Messung
bestimmt. Betrachtet man eine vollstindige Mes-
sung, beschrieben durch eine Basis {| y;)} bzw.
durch die zugehorigen Projektoren P =| y;){(x; |, so
ist die Wahrscheinlichkeit fiir das zu | ;) gehdrende
Messergebnis gegeben durch:

pi=tr(Bp)={x|lp|x)- {100}

Der Zustand nach der Messung ist:

p; =FpF | p;. {101}

Bei den angegebenen Formeln handelt es sich um
die Verallgemeinerung der bereits bekannten Aus-
driicke fiir die Messwahrscheinlichkeit und den
Zustand nach der Messung beim Ubergang von
reinen Zustdnden auf gemischte Zustidnde. Fiir den
Fall p = w)(w | reduzieren sich die angegeben Aus-
driicke auf die bereits bekannten. Bei der Berech-
nung der Messwahrscheinlichkeit betrachtet man
den zum Projektor gehdrenden Eigenraum eines
bestimmten Messergebnisses (z. B. Py bzw. P; bei
der z-Messung an einem einzelnen Qubit). Es wird
die Spur der resultierenden Matrix berechnet, was



Was man vom einzelnen Qubit iiber Quantenphysik lernen kann

dem Anteil des Gesamtvektors in diesem Unterraum
entspricht. Die Spur einer Matrix (7 fiir ,,Trace” in
der obigen Formel) ist einfach die Summe der Dia-
gonalelemente in einer beliebigen Basis. Verwendet
man als Basis die Messbasis {| z,)}, so ergibt sich
die angegebene Vereinfachung. Der Zustand nach
dieser Messung ist durch die entsprechend projizier-
te Dichtematrix gegeben (Anwendung des Projektors
von links und rechts), wobei diese wieder normiert
werden muss.

Das Hauptproblem im Zusammenhang mit Ver-
schriankung ist wohl, dass ein und derselbe Dichte-
operator p im allgemeinen (unendlich) viele mogli-
che Realisierungen besitzt. Betrachten wir dazu ein
System von zwei Qubits, das ein Gemisch der bei-
den Zustéinde |00) und |11) ist, also eine Situation,
bei der einer der beiden Zustinde mit der jeweiligen
Wahrscheinlichkeit 2 vorliegt (vgl. zwei weille bzw.
zwei schwarze Kugeln). Diese Situation ist durch
den Dichteoperator p =1/2(]00){00|+|11){11])
beschrieben. Nachdem beide Zustinde |00) und
|11y Produktzustinde sind, ist auch ein Gemisch der
beiden Zustinde nicht verschrinkt. Messergebnisse
und Korrelationen fiir einen solchen gemischten
Zustand sind fiir unterschiedliche Messungen in
Abb. 14 und Abb. 15 dargestellt. Man findet, dass
die Messergebnisse fiir Messungen in der z-Basis
korreliert sind, Messungen in der x-Basis bzw. in
unterschiedlichen Basen liefern jedoch unkorrelierte
Ergebnisse. Im Vergleich zeigt ein maximal ver-
schriankter Bell-Zustand | ¢ ) (Abb. 10 und Abb.
12) Korrelationen bei Messungen in der z- und der x-
Basis.

Betrachten wir nun eine Situation, bei der einer der
maximal verschrinkten Bell-Zustinde |¢@") oder
| ¢~ ) mit der Wahrscheinlichkeit %% vorliegt:

|65y =1//2(100) | 11)). {102}

Nachdem jeder der beiden moglichen Zustinde
verschrénkt ist, ist es naheliegend anzunehmen, dass
auch ein Gemisch dieser beiden Zustinde ver-
schréinkt ist. Dies ist aber nicht der Fall! Betrachten
wir dazu den zugehorigen Dichteoperator
p=1/2(4")Xg" |+]4 )¢ ). Man iiberpriift
leicht, dass p = p ist, d. h. dass der Dichteoperator
p dieses Ensembles identisch ist zum Dichteopera-
tor p des ersten Ensembles. Das bedeutet, dass die
beiden hier vorliegenden Situationen ununterscheid-
bar sind und dass jedes beobachtete Messergebnis

durch ein Ensemble erklart werden kann, dessen
zugehoriger Dichteoperator p offensichtlich nicht
verschrankt ist.

Der Vergleich mit dem zu einem maximal ver-
schriankten Bell-Zustand zugehorigen Dichteoperator
py =l ¢ X" | zeigt, dass dieser sich durch die Ne-
bendiagonalelemente |00)(11]|/2 bzw. |11)00|/2
von p unterscheidet. Diese sogenannten quantenme-
chanischen Kohirenzen sind entscheidend fiir die
Verschriankungseigenschaften des Zustands. Be-
trachtet man allerdings eine realistische Situation,
bei der die Teilchen eines maximal verschrinkten
Zustands nicht perfekt isoliert sind, sondern mit der
Umgebung wechselwirken, so kommt es zu
,,Dekohdrenz*. Dies wirkt sich darin aus, dass diese
Kohidrenzen (exponentiell) mit der Zeit zerfallen,
also die entsprechenden Nebendiagonalelemente der
Dichtematrix (und somit die charakteristischen
Quanteneigenschaften) kleiner werden. Aus einem
maximal verschrinkten Zustand wird also mit der
Zeit ein klassisch gemischter Zustand, der die typi-
schen Quanteneigenschaften verloren hat.

In diesem Sinne wird ein Dichteoperator p als
separabel (also nicht verschrankt) bezeichnet, wenn
es eine mogliche Darstellung als Gemisch von (be-
liebig vielen) Produktzustdnden gibt:

Pap = 20 | 20X 1®1 0 X0 | {103}

Nachdem es aber unendlich viele Moglichkeiten
gibt, einen Dichteoperator darzustellen, ist die Uber-
priifung, ob eine solche Zerlegung moglich ist, ein
schwieriges Problem. Fiir Systeme von zwei Qubits
ist es gelungen, ein notwendiges und hinreichendes
Kriterium fiir Separabilitdit bzw. Verschrinkung
anzugeben

Fir  hoherdimensionale  Systeme  ist die
Separabilitdtsfrage hingegen nicht einfach zu beant-
worten. Es sind zwar eine Reihe von entweder not-
wendigen oder hinreichenden Kriterien bekannt,
allerdings wurde gezeigt, dass das
Separabilitdtsproblem zu einer Klasse von Proble-
men, den sogenannten NP-harten Problemen gehort,
die Computerwissenschaftler als ,,schwierig™ einstu-
fen. Insbesondere ist fiir solche Probleme bisher kein
Algorithmus  bekannt, dessen Effizienz nur
polynomiell mit der Systemgréfle zunimmt.
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Abb. 14: Messung an einem klassisch gemischten Zwei-Qubit-Zustand der Form o =1/2]00)(00|+1/2|11){11]|. Wih-
rend Messungen in der z-Basis perfekt korreliert sind (oben), ergeben sowohl Messungen in der x-Basis (Mitte) als auch
Messungen in unterschiedlichen Basen (unten) zufillige (unkorrelierte) Ergebnisse.

Abb. 15: Korrelation bei einem separablen, klassisch korrelierten Zustand. Im Vergleich zu einem verschrinkten Zustand
(Abb. 12) ist die Korrelation bei einem gemischten Zustand geringer.
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6.Experimentelle Realisierung und Anwendun-
gen

Wir haben bisher von Qubits als abstrakten Objekten
gesprochen. Es existiert aber eine Vielzahl von ver-
schiedenen physikalischen Realisierungen von
Qubits. In vielen dieser Systeme ist es auch gelun-
gen, Verschrinkung gezielt herzustellen und die
damit verbundenen seltsamen Quanteneigenschaften
experimentell zu beobachten. In der Tat hat es in den
letzten Jahren bemerkenswerte experimentelle Fort-
schritte gegeben, sodass viele Gedankenexperimente
aus den frithen Jahren der Quantentheorie heute
routineméfig in verschiedensten Laboren weltweit
mit unterschiedlichen Systemen durchgefiihrt wer-
den konnen.

In [2] wurden verschiedene Realisierungen eines
einzelnen Qubits detailliert vorgestellt, und auch
Methoden zur gezielten Manipulation sowie Mes-
sungen diskutiert. All diese Systeme erlauben auch
die Herstellung von Verschrinkung. Insbesondere
kann man die Polarisationseigenschaften mehrerer
Photonen miteinander verschrianken. Dies geschieht
durch doppelbrechende BBO-Kristalle [12]. Auch
die elektronischen Zustinde mehrerer lonen in einer
Ionenfalle konnen mit Hilfe von Laserpulsen mitei-
nander verschrinkt werden [7]. Dabei wurde Ver-
schrinkung von bis zu 15 Ionen gezielt hergestellt
und nachgewiesen. Neutrale Atome konnen in opti-
schen Gittern gefangen und durch Verschieben der
Gitter unter Ausnutzung kalter Kollisionen mitei-
nander verschrinkt werden [6]. Ebenso ist es mog-
lich, die Spin-Freiheitsgrade mehrerer gefangener
Elektronen in Quantenpunkten zu manipulieren und
zu verschrianken, oder auch Strome in sogenannten
Josephson- Junctions. Dariiber hinaus ist es gelun-
gen, Freiheitsgrade unterschiedlicher Systeme mitei-
nander zu verschranken, etwa atomare Zustinde mit
Lichtfeldern.

Verschriankung ist aber nicht nur ein interessantes
grundlegendes Phinomen der Quantenphysik, son-
dern wird heute als wertvolle Ressource fiir moderne
Anwendungen gesehen. Dabei ist einerseits die
Verwendung von Verschrinkung zur nicht-lokalen
Kontrolle und Manipulation von Quanteninformati-
on, andererseits die Anwendung im Bereich der
Quantenkryptographie zu erwéhnen. Im ersten Fall
kénnen die quantenmechanischen Korrelationen
verwendet werden, um einen Quantenzustand an
einem weit entfernten Ort gezielt zu priaparieren. Ein
dhnliches Phinomen liegt der sogenannten
Teleportation zugrunde, wobei Quantenzustinde
bzw. Korrelationen zu einem (weit entfernten) Ort
»teleportiert™ werden konnen — allerdings ohne die
Kausalitdt bzw. die Ausbreitung von Information
schneller als mit Lichtgeschwindigkeit zu verletzen.
Im Bereich der Quantenkryptographie werden die
Korrelationen ausgenutzt, um einen — nur dem Sen-
der (Alice) und dem Empfinger (Bob) bekannten —
Zufallsschliissel zu erzeugen. Die Sicherheit wird
dabei durch die Verletzung der Bell‘schen Unglei-

chung durch einen maximal verschrinkten Zustand
iberpriift, wodurch sichergestellt wird, dass ein
moglicher Lauscher keinerlei Verdnderungen durch-
gefithrt hat und deshalb auch keine Mdglichkeit
besitzt, Information {iber den Schliissel zu erlangen.

Die experimentelle Realisierung von Verschrankung
sowie verschiedene Anwendungen sind hier nur kurz
angesprochen. Sie werden in einem Folgeartikel [3]
detailliert behandelt.

7.Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in diesem Artikel den in [2] vorgestellten
Zugang zur Quantenphysik iiber einfache Quanten-
systeme vom einzelnen Qubit auf Systeme von zwei
Qubits erweitert. Dabei steht in diesem Artikel vor
allem die quantenmechanische Verschrinkung im
Mittelpunkt. Mit Hilfe von Visualisierungen, insbe-
sondere von verschrinkten Zustinden auf einer
(verallgemeinerten) Bloch-Kugel bzw. von Korrela-
tionen bei Messungen, wurde versucht, anschauliche
und einpridgsame Bilder vorzustellen, die helfen
sollen, die wichtigsten Aspekte dieses recht komple-
xen Sachverhalts hervorzuheben. Dabei sei insbe-
sondere noch einmal das Bild der rotierenden Miinze
in Erinnerung gerufen, das nicht nur die Unbe-
stimmtheit der Eigenschaften eines einzelnen Teil-
chens illustriert, sondern auch die Korrelationen bei
Messungen an einem verschriankten Zustand zeigt.

Interessant sind in diesem Zusammenhang sicher
auch experimentelle Realisierungen von Verschréin-
kung sowie Anwendungen, insbesondere im Bereich
der Quanteninformationsverarbeitung. Diese werden
in einem separaten Artikel im Detail vorgestellt und
diskutiert. Fiir ein auf dem Qubit basierendes Unter-
richtskonzept als Zugang zur Quantenphysik spielen
diese Aspekte eine entscheidende Rolle. Eine rein
abstrakte Herangehensweise, wie in diesem Artikel
gewdhlt, erscheint uns selbst bei Verwendung von
anschaulichen Bildern als zu einseitig. Zentrale
Eigenschaften der Quantentheorie lassen sich hier-
mit zwar gut erkldren und erldutern, aber erst durch
die Illustration der Konzepte mit verschiedenen
Anwendungen und unterschiedlichen Realisie-
rungsmoglichkeiten wird der Zugang ,mit Leben
gefiillt“. Als Grundlage sind die hier eingefiihrten
Eigenschaften des Zwei-Qubit Systems fiir das Ver-
stindnis der Anwendungen jedoch unumginglich
notwendig. Besonders attraktiv erscheint die Tatsa-
che, dass man unmittelbar an aktuelle Forschungs-
themen ankniipft, die nicht selten auch in der Tages-
presse diskutiert werden. Damit ergibt sich ein na-
tirlicher Ankniipfungspunkt fiir den Unterricht.

Eine Erweiterung des hier vorgestellten Ansatzes auf
Systeme mit mehreren Qubits ist vergleichsweise
einfach. Dadurch erdffnen sich neue Anwendungs-
gebiete und Diskussionsmdoglichkeiten, insbesondere
in Richtung Quantencomputer und Quantensimula-
toren, bzw. auch bezliglich der Dekohdrenz
(Schrodingers Katze) und der Rolle der Quanten-
physik auf makroskopischer Ebene. Auch diese

W
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Aspekte sollen in zukiinftigen Arbeiten behandelt
werden.
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