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Kurzfassung

Unter Verwendung einiger Beobachtungstatsachen, die der Alltagsanschauung leicht zugénglich
sind und im giinstigsten Fall von SchiilerInnen selbst gewonnen werden konnen, sowie zweier ein-
facher Folgerungen aus dem Newton‘schen Gravitationsgesetz (mit als unbekannt angenommenem
Wert der Gravitationskonstante) lassen sich die Radien von Erde und Mond sowie die Erde-Mond-
Entfernung und das Produkt aus Erdmasse und Gravitationskonstante erschliefen. Auf dieser Basis
kann in der Folge auch eine physikalisch motivierte Abschitzung fiir die GroBenordnungen von
Erdmasse und Gravitationskonstante angegeben werden. Der Text skizziert — als Angebot fiir den
Unterricht in der Sekundarstufe II — eine Argumentationslinie, die SchiilerInnen die Moglichkeit
gibt, Fragen nach den Dimensionen des Erde-Mond-Systems und der Stirke der zwischen Him-
melskorpern wirkenden Schwerkraft ndherungsweise selbst zu beantworten, ohne dabei auf auf-
windige parallaktische Beobachtungsmethoden angewiesen zu sein.

1.Einleitung

Wie groB sind Erde und Mond, wie weit sind sie
voneinander entfernt? Welche Masse hat die Erde?
Welchen Wert hat die Gravitationskonstante, die im
Newton‘schen Gravitationsgesetz auftritt, und von
der die Krifte zwischen Himmelskorpern abhéngen?
GroBen wie diese sind feste Bestandteile des Phy-
sikunterrichts und nicht selten die Einstiegsdroge in
ein physikalisches Verstdndnis der Welt. Oft werden
ihre Zahlenwerte aber lediglich mitgeteilt, vielleicht
illustriert durch Verweise auf die Methode des Era-
tosthenes von Kyrene zur Bestimmung des Erd-
radius und Henry Cavendishs Messung der Gravita-
tionskonstante oder auf moderne Prézisionsmessun-
gen unter Einsatz von Spitzentechnologie. Die Ler-
nenden miissen diese Groflen hinnehmen, sie haben
keine Moglichkeit, sie mit physikalischen Gréflen zu
verbinden, die entweder (zumindest der GroBenord-
nung nach) aus der Alltagserfahrung bekannt sind
oder ndherungsweise selbst in Erfahrung gebracht
werden kdnnen.

Demgegeniiber kann es sowohl im Rahmen der
Einfithrung grundlegender GesetzméBigkeiten der
Mechanik am Beginn der Oberstufenphysik als auch
in spéteren Phasen des Physikunterrichts im Zuge
von Riickblick und Zusammenschau — zumindest
unter ansonsten giinstigen Umstidnden — sinnvoll
sein, die finf Groflen

e FErdradius

e Mondradius

e Erde-Mond-Entfernung

e FErdmasse
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e Gravitationskonstante
auf der Basis von

e Beobachtungen, die entweder selbst durchgefiihrt
werden konnen oder zumindest leicht nachvoll-
ziehbar und deren Ergebnisse groBenordnungs-
méiBig auch intuitiv plausibel sind,

e und grundlegenden physikalischen Uberlegungen

ndherungsweise zu erschliefen. Auch wenn die
Zahlenwerte einiger dieser fiinf GréBen den Lernen-
den bereits bekannt sind (was in den meisten Fillen
zumindest fir den Erdradius und die Gravitations-
konstante zutreffen wird), kann der Standpunkt
eingenommen werden, sie wiren (zunichst) noch
unbekannt und miissten erst ermittelt werden. Mit
der Durchfiihrung eines solchen Vorhabens kénnen
wichtige Aspekte wissenschaftlicher — und im Spe-
ziellen physikalischer — Titigkeit vermittelt bzw.
gelernt werden.

Im Folgenden wird eine Mdglichkeit skizziert, dies
durch eine fiir SchiilerInnen im Grundsatz nachvoll-
ziehbare Kombination aus Beobachtung (Messung)
und Theorie (Anwendung physikalischer Prinzipien
und Naturgesetze) zu erreichen.

Was die Mdoglichkeit der von Schiilerlnnen selbst
durchgefiihrten oder leicht nachvollziehbaren Be-
obachtungen/Messungen betrifft, so soll es in diesem
Kontext weniger um Fragen der Messgenauigkeit
und den Einfluss von Fehlerquellen gehen. Zentral
fiir die Nachvollziehbarkeit sind drei Punkte:

e Die zu beobachtenden Effekte sind der An-
schauung recht unmittelbar zugénglich. Konkret
geht es um den Wert der Erdbeschleunigung,
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die Umlaufszeit des Mondes, die scheinbare
,,Grofle des Mondes am Himmel und die Grofle
des bei einer Mondfinsternis auf dem Mond
sichtbaren Erdschattens.

e Die Werte der entsprechenden GroBen lassen
sich in groben Néherungen leicht in Erfahrung
bringen (Erdbeschleunigung ~10 m/s*; Um-
laufszeit des Mondes ~4 Wochen; scheinbare
,»Grofle” des Mondes, als Winkel ausgedriickt
~ ein halber Winkelgrad; Groe des Erdschat-
tens auf dem Mond ~3 mal die GroBle des
Mondes).

e Genauigkeitsverbesserungen ergeben sich durch
Anwendung elementarer physikalischer Mess-
und Auswertungsmethoden und kdnnen, wie un-
ten beschrieben, mit unterschiedlichem Auf-
wand erzielt werden. Sie sind aber aus mehreren
Griinden begrenzt. Grundsétzlich ist Schiilerln-
nen einsichtig, dass der Einsatz von Prézisions-
technologie (etwa eines Teleskops oder Sextan-
ten anstelle eines Lineals zur Messung der
scheinbaren Mondgrofie) zuverldssigere Werte
liefert. Dass die betrachteten Groflen in Wahr-
heit keine Konstanten sind (da beispielsweise
der Mond nicht immer gleich weit von der Erde
entfernt ist), verkompliziert zudem die Sachlo-
gik. Wo hier der Bereich des mit SchiilerInnen
praktisch Machbaren und Nachvollziehbaren
iiberschritten wird, liegt wohl in jedem Fall an-
ders.

In theoretischer und mathematischer Hinsicht wer-
den lediglich

e zwei Konsequenzen des Newton‘schen Gravita-
tionsgesetzes (der Newton‘sche Ausdruck fiir
die Erdbeschleunigung und die Kreisbahn im
Gravitationsfeld eines Zentralkorpers, Letzteres
gleichbedeutend mit dem dritten Kepler‘schen
Gesetz fiir diesen Spezialfall),

e cin bisschen Geometrie (der Strahlensatz und
der Satz von Pythagoras)

e und grundlegende Kompetenzen im Umformen
mathematischer Ausdriicke

vorausgesetzt. Das Bogenmal fiir die Angabe von
Winkeln zu kennen ist niitzlich, aber nicht unbedingt
notwendig. Falls moglich, wére die facheriibergrei-
fende Behandlung der auftretenden geometrischen
und formalen Aspekte mit dem Mathematikunter-
richt von Vorteil.

Um Schiilerlnnen durch eigene Beobachtungen an
astronomische Langendimensionen heranzufiihren,
kann natiirlich auch ein weniger theoriebehafteter
Weg eingeschlagen werden, in dem das Gravitati-
onsgesetz nicht vorausgesetzt werden muss. So lisst
sich beispielsweise die Erde-Mond-Entfernung
durch die Ausnutzung der Parallaxe, die sich aus
simultanen Beobachtungen an unterschiedlichen
Orten der Erde ergibt, ermitteln — eine Methode, die
im Rahmen eines international angelegten Projekts

mit SchiilerInnen tatsdchlich durchgefiihrt worden
ist [1]. Der hier vorgeschlagene Zugang erweitert
das Spektrum der Moglichkeiten und mag in man-
chen Fillen eine gangbare und weniger aufwendige
Alternative zu derartigen Unternehmungen darstel-
len.

Er ist aber auch in einer anderen Hinsicht eine Al-
ternative: Obwohl das Newton‘sche Gravitationsge-
setz — zumindest iiber die aus ihm folgenden Kep-
ler‘schen Gesetze — in Unterrichtsvorschldgen zur
Astronomie und Astrophysik eine gewisse Rolle
spielt, wird seinen Grundlagen (Gleichheit von tri-
ger und schwerer Masse) und der in ihm auftreten-
den Gravitationskonstante in diesem Zusammenhang
wenig Beachtung geschenkt; der Wert der Gravitati-
onskonstante wird tblicherweise als bekannt vo-
rausgesetzt (siehe etwa [2] und [3]). Dies steht in
auffallendem Kontrast zu Bemiihungen, SchiilerIn-
nen astronomische Gréfen- und Entfernungsdimen-
sionen nahezubringen und ihnen eine Vorstellung
davon zu geben, woher wir sie kennen. Die Gravita-
tionskonstante und ihr Zahlenwert
G=6.674-10"m’ /(kgs’) sind der Alltagsan-
schauung aber mindestens ebenso schwer zugénglich
wie astronomische Entfernungen. Je vertrauter die
Gravitationstheorie ist, umso leichter fallt auch ein
Zugang zu astrophysikalischen Fragestellungen
(siehe etwa [4] — [6]).

Der hier verfolgte Ansatz behandelt die Gravitati-
onskonstante gleichberechtigt mit anderen astrono-
misch relevanten Groflen. Vorausgesetzt wird ledig-
lich die Form des Gravitationsgesetzes, wie sie in
Anlehnung an die historische Entwicklung als Theo-
rie zur Erkldrung der Planetenbahnen und zu einer
Vereinheitlichung irdischer und ,,himmlischer Be-
wegungen motiviert werden kann, nicht aber der
Wert der in ihm auftretenden Konstante G .

Im Folgenden wird zunéchst eine Argumentationsli-
nie skizziert, die die Radien von Erde und Mond, die
Erde-Mond-Entfernung und das Produkt aus Gravi-
tationskonstante und Erdmasse in Bezug zu relativ
leicht zu beobachtenden physikalischen Groflen
setzt. Keine der vier Beziehungen ist eine Uberra-
schung — zumindest drei von ihnen sind allen Lehr-
kréaften wohlbekannt und zumindest zwei sind Ge-
genstand des Oberstufenunterrichts —, ihre geschick-
te Kombination vermag aber mehr, als man auf den
ersten Blick vermuten mochte. Der springende Punkt
dabei besteht darin, das Gravitationsgesetz und eini-
ge geometrische Sachverhalte gleichzeitig auszunut-
zen. Als vereinfachte Variante ergibt sich ein Szena-
rio, das den Erdradius als bekannt voraussetzt und
leichter durchzufiihren ist.

Eine zweite, anschlieend angestellte Betrachtung
dient dazu, auf der Basis des bis dahin Erreichten
und unter Ausnutzung einiger elementarer Eigen-
schaften der Materie die Erdmasse und den Wert der
Gravitationskonstante zumindest grob abzuschétzen.
Das Argument lduft iiber eine Eingrenzung der
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Dichten, die Materie in fester oder fliissiger Form
annehmen kann und benétigt als numerischen Input
den Zahlenwert der Dichte von irdischem Oberfla-
chengestein.

Da das Ziel dieser Unternehmung zwar Ergebnisse
mit — im skizzierten Rahmen — sinnvoller Genauig-
keit, nicht aber &uflerste Prézisionsaussagen sind,
werden Nédherungen wie die Behandlung von Erde
und Mond als Kugeln, der Mondbahn als Kreis und
die Vernachldssigung der gravitativen Wirkung des
Mondes auf die Erde ohne Vorwarnung angewandt.
Mit der Entfernung Erde-Mond ist der Abstand der
(Massen-)Mittelpunkte dieser beiden Himmelskor-
per gemeint.

2.Theoretische Voraussetzungen

Wir benétigen zwei theoretische Voraussetzungen,
die beide aus dem Newton‘schen Gravitationsgesetz
folgen:

e Aus dem Grundgesetz der Mechanik (Masse
mal Beschleunigung = Kraft) fiir einen auf der
Erdoberfliche fallenden Korper und dem New-
ton‘schen Gravitationsgesetz ergibt sich unmit-
telbar der Ausdruck

GM,,
— rade 1
g RErde2 { }
fir dic Erdbeschleunigung, wobei My, die
Erdmasse, Rpg den Erdradius und G die New-
ton‘sche Gravitationskonstante bezeichnet.

e Das Konzept der Zentripetalbeschleunigung, die
Herleitung der entsprechenden Formeln und ihre
Anwendung auf die Kreisbewegung im Gravi-
tationsfeld eines Zentralkorpers sind wohlbe-
kannt und miissen hier nicht besprochen wer-
den. Dieses Thema wird beispielsweise im ers-
ten Abschnitt von [7] behandelt. Wir wollen le-
diglich folgende Beziehungen festhalten: Um
herauszufinden, wie ein Korper (Satellit) der
Masse m im Abstand » um die Erde kreist, ist
im Grundgesetz der Mechanik

Satellitenmasse m mal Satelliten-
beschleunigung a =
Newton’sche Gravitationskraft {2}

(bei Beschriankung auf die Betrdge) fiir a die
Zentripetalbeschleunigung  @’r  einzusetzen,
was auf

GMErdem {3}

2

-
fithrt. Dabei ist @ die Winkelgeschwindigkeit,
die mit der Geschwindigkeit v und der Um-
laufszeit T durch die Beziechungen

2
mawr=
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voller Winkel 27
©= _

{4}

verkniipft ist. Die daraus mit {3} erhaltene Be-

ziehung
P GM .,
— rde 5
T? 4’ 3

ist nichts anderes als das dritte Kepler‘sche
Gesetz fiir eine Kreisbahn. (Alternativ zu die-
ser Herleitung kann fiir a« in {2} die Zentripe-
talbeschleunigung in der Form v* /r eingesetzt
werden, was mit {4} natiirlich ebenfalls auf {5}
fiihrt).
Im Folgenden werden lediglich die Beziehungen {1}
und {5} vorausgesetzt, wobei wir uns iiberdies auf
den Standpunkt stellen, den Zahlenwert der Gravita-
tionskonstante zunichst nicht zu kennen. SchlieBlich
war Newton in der gleichen Situation, als er sein
Gravitationsgesetz aufstellte!

3.Vier elementare Beobachtungen

Welche Beobachtungen konnen nun auf einfache
Weise an Erde und Mond durchgefiihrt werden? Wir
bendtigen zundchst nur vier Gréfen, deren Bestim-
mung entweder selbst vorgenommen werden kann
oder zumindest — nicht nur die Methode, sondern
auch die Groenordnung des Ergebnisses betreffend
— fiir SchiilerInnen leicht nachvollziehbar ist:

e Der Wert g der Erdbeschleunigung

Er kann in einem Fallexperiment gemessen
werden (wie es im Physikunterricht oft durchge-
fiihrt wird) und betrigt g =9.81 m/s>. Mit {1}
koénnen wir ihn zu Masse und Radius der Erde
sowie zur Gravitationskonstante in Beziehung
setzen.

Anmerkung: Da der Wert g=9.81 m/s’ im
Physikunterricht gut etabliert ist (der genaue
Wert von g héngt vom Ort auf der Erdoberfla-
che ab und variiert um einige Promille), kénnen
wir davon ausgehen, dass er im Rahmen des ge-
genwirtigen Kontextes in der Regel von
Schiilerlnnen iibernommen und nicht eigens
gemessen wird.

e Die Umlaufszeit 7 des Mondes um die Erde

Die Umlaufszeit des Mondes um die Erde ist die
Zeitspanne, nach der sich die von der Erde aus
beobachtete Stellung des Mondes relativ zu den
Fixsternen wiederholt (sie entspricht dem soge-
nannten siderischen Monat). IThre Messung setzt
die Beobachtung des Mondes iiber ldngere Zei-
ten voraus. Dies im Rahmen des Unterrichts
durchzufiihren, wird in der Regel zu aufwendig
sein, andererseits sollte — auch Jugendlichen —
relativ klar sein, wie eine solche Beobachtung in
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der Praxis zu bewerkstelligen ist. Die Dauer des
siderischen Monats betrigt 7 =27.3 Tage, und
wir werden die Genauigkeit dieses Werts im
Folgenden nicht problematisieren. Mit {5} kon-
nen wir ihn mit der Erdmasse, dem Abstand »
zum Mond und der Gravitationskontante in Be-
ziehung setzen.

Anmerkung: Der Alltagsanschauung und Lebenser-
fahrung néher als der siderische steht der um 2 Tage
langere synodische Monat, nach dem sich die
Mondphasen wiederholen. Der Unterschied zwi-
schen diesen beiden Mondperioden riithrt von der
gekriimmten Bahn der Erde um die Sonne her. Der
synodische Monat kann — mit ganztigiger Genauig-
keit — als Zeitspanne zwischen zwei aufeinanderfol-
genden Vollmonden aus einem Kalender ermittelt
werden. (Tatsdchlich schwankt seine Dauer um bis
zu 7 Stunden um seinen Mittelwert von 29.5 Tagen
.) Obwohl es also verlockend erscheinen mag, sich

auf den synodischen Monat zu beziehen, wird davon

abgeraten, da allein diese vermeintliche (und physi-

kalisch eigentlich unzuldssige) Vereinfachung einen

Fehler von 15 bis 30% in die Endergebnisse ein-

bringt.

e Das Verhiltnis Monddurchmesser zu Mond-
entfernung

Wir bezeichnen es mit
2R
= , {6}

Mond

wobei 7 fiir die Entfernung des Mondes zur Erde
und Ry,q fur den Mondradius steht. Es kann unter
Ausnutzung des Strahlensatzes leicht gemessen
werden, indem der Mond {iber ein mit ausgestreckter
Hand gehaltenes Lineal anvisiert und die Strecke,
die dem Monddurchmesser am Lineal entspricht,
durch den Abstand des Lineals zum Auge dividiert
wird (Abb. 1).

r

2I{M()nd

S !

d
g

Auge ! Lineal Mond

r

Abb. 1: Beobachtung des Verhéltnisses Monddurchmesser zu Mondentfernung.
GemiB dem Strahlensatz gilt 2Ry /7 =d /1".

Das Verhiltnis von Monddurchmesser zu Mond-
entfernung ergibt sich (im Mittel, siehe die
nachfolgende Anmerkung) zu « =0.009. Da
Ruond sehr viel kleiner als 7 ist, kann diese
GroBe auch als Winkel (im Bogenmal) inter-
pretiert werden, unter dem wir den Mond-
durchmesser sehen. Sie entspricht etwas mehr
als einem halben Winkelgrad. Aus Beobachtun-
gen von Sonnenfinsternissen ergibt sich, dass
wir die Sonne unter ziemlich genau dem glei-
chen Winkel sehen.

Anmerkung zum wahren Wert von ¢« : Der
Winkel, unter dem wir den Monddurchmesser
sehen, ist aufgrund der anndhernd elliptischen
Mondbahn in Wahrheit nicht immer gleich. Er
variiert zwischen i = 0.00854 und
Oax =0.00975  (siehe [8], S.26 und [2],
S.105). Im zeitlichen Mittel liegt er mit
0.00904 recht genau beim oben angegebenen
Wert. Wird die Beobachtung in einer Zeit des
Maximalwerts durchgefiihrt und dieser zu 0.01

aufgerundet, so ergibt sich eine relative Abwei-
chung zum mittleren Wert von 11%, was auch
die Endergebnisse geringfiigig von den in der
Literatur nachzulesenden mittleren Werten zu
den aktuellen Werten zum Beobachtungszeit-
punkt verschiebt.

e Die Grofie der Erde relativ zur Grofle des
Mondes

Wir bezeichnen das Verhiltnis von Erd- zu
Mondradius mit

K=o l

Um es (ndherungsweise) zu ,,sehen®, miissen
wir auf eine Mondfinsternis warten (genauer:
auf eine , Kernschattenfinsternis®, bei der der
Mond in den Kernschatten der Erde eintritt)
oder auf die Aufnahme einer solchen Mondfins-
ternis zuriickgreifen (Abb. 2).
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Abb. 2: Mondfinsternis vom 16.8.2008 [9]. Im Internet finden sich zahlreiche Aufnahmen dieser Art.
Die hier ausgewéhlte Aufnahme besitzt hohe Kontrastwerte, so dass die Grenze zwischen hellen und
dunklen Bereichen gut sichtbar ist. Ein guter Kontrast erleichtert SchiilerInnen die Auswertung, sollte
aber, wie weiter unten angemerkt, auch mit einem kritischen Auge betrachtet werden.

Dabei miissen wir allerdings bedenken, dass der Mond unter dem gleichen (bereits ermittelten)
Kernschatten der Erde in Mondentfernung auf- Winkel o sehen. (In Wahrheit ist diese Gleich-
grund der GroBe der Sonne etwas kleiner ist als heit nicht immer exakt gegeben — siehe [2],
der Erdradius. Er hingt mit der Gro8e von Erde S. 105 —, kann aber im gegenwirtigen Kontext
und Mond wie in Abb. 3 skizziert zusammen, angenommen werden).

wobei uns zugutekommt, dass wir Sonne und
zum Sonnennordpol

/ /2
~ Kernschatten / l\ v W
2 derErde  \ [ / ~

fa

zum Sonnensiidpol

Abb. 3: Der Kernschatten der Erde in Mondentfernung ist etwas kleiner als die Erde. Wie die Skizze
zeigt, ist die Differenz zwischen Erdradius und Kernschattenradius in Mondentfernung (Lénge der
kurzen roten Linie in der linken Position des Mondes; diese Position entspricht einer Mondfinsternis)
gleich dem Mondradius (Lange der kurzen roten Linie in der rechten Position des Mondes; diese Posi-
tion entspricht einer Sonnenfinsternis): Rymschaten = Rerae — Ruona - Dabel ist vorausgesetzt, dass wir
Mond- und Sonnendurchmesser unter dem gleichen (bereits bekannten) Winkel « sehen. Aufgrund
der groen Entfernung zur Sonne und der Kleinheit von « kénnen die beiden zum Sonnennordpol
verlaufenden Strecken als parallel betrachtet werden. Daher sind die drei orange eingeférbten Dreiecke
zueinander kongruent. Das bei einer Kernschattenfinsternis beobachtbare Verhéltnis von Kernschatten-
radius zu Mondradius ist daher durch Remschaten / Rutona = (Rerae / Ruiona ) — 1 gegebeN, woraus

K = Rpge / Rytona = (RKemschauen ! Rytond ) +1 folgt.
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Um nun das Verhéltnis

— RErde — RKemschatten +1 {8}
RMond RMnnd

aus der Aufnahme einer Mondfinsternis mit einiger
Genauigkeit zu ermitteln, konnen wir wie in Abb. 4
gezeigt vorgehen: Die Lange der Sehne s und die
Hohe 4 des entsprechenden Kreissegments lassen
sich auf dem Ausdruck einer Aufnahme (oder am
Bildschirm) leicht mit einem Lineal abmessen. Zur
Bestimmung von R'y,,, kann der Mondmittelpunkt
mit Zirkel und Lineal konstruiert oder ebenfalls eine
(aus der Sicht der Geometrie weniger ,erlaubte,

aber in der Praxis gangbare) Abmessung des
Durchmessers mit dem Lineal vorgenommen wer-
den. Mit dem Satz von Pythagoras in der Form

2
' 2 A _ 2
(R Kernschatten h) + (E - R Kernschatten

{9}
ergibt sich
P RErde — RKemschalleﬂ + 1 . {10}
RMond RMond

/7™

/
Mond

/
1
' Kernschatten

Kernschatten

Abb. 4: Ermittlung von x mit Hilfe der Aufnahme einer Mondfinsternis

In einem typischen Papierausdruck der obigen
Abbildung ergibt sich mit A=6.5mm,
s=74mm und R'y,.q =40mm das Verhéltnis
Riemsehatien / Ruviona = 2.7 und daher x =3.7, was
bedeutet, dass der Erdradius um den Faktor 3.7

groBer ist als der Mondradius.

Anmerkungen zur Genauigkeit: Wird der Un-
terschied zwischen dem Erdradius und dem Ra-
dius des Kernschattens nicht beriicksichtigt, so
weichen die Endergebnisse um einen Faktor 2
bis 7 von den tatsdchlichen Werten ab; sie sind
also sehr ungenau! Aber auch beim oben be-
schriebenen genaueren Verfahren sind die aus
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der Aufnahme einer Mondfinsternis abgemesse-
nen Werte aus mehreren Griinden mit einer ge-
wissen Vorsicht zu genieBen: Aufgrund der
Brechung und Streuung des Sonnenlichts in der
Erdatmosphédre wird die Schattengrenze un-
scharf und auf manchen Aufnahmen schwer zu
lokalisieren. Auflerdem wird der Kernschatten
um ca. 2% groBer als ihn eine Erde ohne Atmo-
sphire werfen wiirde. In Aufnahmen mit hohem
Kontrast tritt die Grenze zwischen hellen und
dunklen Bereichen deutlicher hervor, kann aber
geringfiigig von der tatsdchlichen Schattengren-
ze abweichen. In der Praxis werden die von
Schiilerlnnen erzielten Ergebnisse mehr oder
weniger vom oben angegebenen Idealwert
k =3.7 abweichen. Eine Thematisierung des
Sachverhalts durch die Lehrkraft und eine ent-
sprechende Korrektur wére in diesem Fall zu-
mindest eine didaktisch zu rechtfertigende Mog-
lichkeit.

Um das Vorwissen der SchiilerInnen hinsichtlich der
bei der Durchfithrung der besprochenen Methoden
auftretenden geometrischen Sachverhalte bestmog-
lich zu aktivieren, erscheint eine facheriibergreifen-
de Behandlung des Themas in Kooperation mit dem
Mathematikunterricht sinnvoll.

Jede der vier nun erhaltenen Beobachtungsdaten hat
eine altehrwiirdige Geschichte. Die Entdeckung und
Messung der Erdbeschleunigung geht auf Galileo
Galilei zuriick, wihrend T, « und x bereits fiir die
antiken Naturforscher und Astronomen von Bedeu-
tung waren. Die erste genaue Bestimmung des side-
rischen Monats (ebenso wie des synodischen) wurde
von Hipparchos von Nicéa im zweiten vorchristli-
chen Jahrhundert durchgefiihrt. Die Bestimmung
von x anhand von Mondfinsternissen geht auf
Aristarchos von Samos (drittes vorchristliches Jahr-
hundert) zuriick und wurde von Hipparchos perfek-
tioniert. Aus x und dem seit Eratosthenes von
Kyrene (drittes vorchristliches Jahrhundert) bekann-
ten Erdradius — den wir im Folgenden aber zunéchst
als unbekannt voraussetzen — konnte Hipparchos die
Grofle des Mondes ermitteln, und mit Hilfe der rela-
tiv leicht zu messenden Grofle « auch seine Entfer-
nung.

Die Kenntnis dieser vier Groflen g, 7', « und x —
zusammen mit den oben besprochenen theoretischen
Voraussetzungen — reicht aus, um die Radien von
Erde und Mond, die Mondentfernung und das Pro-
dukt aus Gravitationskontante und Erdmasse zu
bestimmen.

4.Bestimmung von Rg,ge, Ryiongs # Und GMp,q.

Jede der vier zuvor beschriebenen Beobachtungsda-
ten steht in einer Beziehung zu bestimmten Kombi-
nationen der interessierenden Grofen. Fassen wir
diese vier Beziehungen zusammen:

GM,,

R e = g {11a}

Erde
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2.3

;A’;’ = 71? {11b}
Erde

2Ry _ {11c}
.

R

S = K (11d}

Mond

Auf den rechten Seiten stehen jeweils die bereits
durch Beobachtungen ermittelten GroBen. Auf den
linken Seiten stehen Ry, Ryond, die Erde-Mond-
Distanz r», die Erdmasse M,y und die Gravitati-
onskonstante G . Die letzten beiden kommen nur in
der Kombination GMy,,, der sogenannten ,,geo-
zentrischen Gravitationskonstante vor (ein Sach-
verhalt, der eine tiefere Bedeutung hat, und auf den
wir noch eingehen werden). Wir haben also vier
Gleichungen vor uns, auf deren linken Seiten die
(noch unbekannten) Grofen Rpge, Ryiona, 77 und
GMy,y. stehen. Vier Gleichungen mit vier Unbe-
kannten — das ist ein ideales Verhéltnis von Bekann-
tem zu Unbekanntem! Mit ein paar einfachen Um-
formungsschritten konnen wir die vier Unbekannten
durch die Beobachtungsdaten ausdriicken und damit
zu bekannten GroBen machen! Die Ergebnisse sind:

Roe = % {12a}
Rytona = % {12b}

= % {12¢}
GM,, = %‘ifﬁ {12d}

Interessanterweise kann auch der Erdradius durch
unsere Beobachtungsdaten ausgedriickt werden!
Ohne die Beobachtung des Mondes wire er nicht so
einfach zu bestimmen gewesen. Alternativ ldsst sich
der Erdradius natiirlich nach der Methode des Era-
tosthenes von Kyrene ermitteln. Sie funktioniert rein
geometrisch und benétigt das Gravitationsgesetz
nicht (ist in diesem Sinn also weniger ,,theoriegela-
den®), aber ihre praktische Umsetzung ist wesentlich
aufwendiger.

Schiilerlnnen wird der Schritt von {11} zu {12}
leichter fallen, wenn die Zahlenwerte von g, 7, «
und x in {11} sofort eingesetzt werden. Damit
ergeben sich zwar unmittelbar die numerischen
Ergebnisse (die wir gleich hinschreiben werden).
Die allgemeine Form der Formeln {12a} — {12d}
zeigt aber sehr schon auf, dass zur Bestimmung
jeder der vier berechneten Gréfen die Werte von g,
T, a und x notig sind. Fehlt ein Wert, klappt die
ganze Methode nicht. Weiterhin geht aus ihr hervor,
wie (und wie sensibel) die berechneten Groflen von
den Beobachtungsdaten abhéngen. Je hdher die
auftretenden Exponenten, umso grofer die relativen
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Fehler, die bei ungenauen Messungen gemacht wer-
den! Um die auf formalem Weg aus den Beziehun-
gen {12} zu gewinnenden Informationen in mog-
lichst groBe Néhe zum mathematischen Vorwissen
der Schiilerlnnen zu bringen, bietet sich auch an
dieser Stelle eine facheriibergreifende Kooperation
mit dem Mathematikunterricht an.

Setzen wir die oben angegebenen Zahlenwerte

g = 9.81 mys {13a}
T = 273 Tage {13b}
a = 0.009 {13c}

Kk =37 {13d}

in {12} ein, so ergibt sich (jeweils mit einer Genau-
igkeit von 4 Stellen angegeben):

R, = 6381km {14a}
Ry = 1725km {14b}
r=383 300 km {14c}
GM,, = 3.995-10" m’/s’ (14d}

Vergleichen wir die auf diese Weise erhaltenen
Werte mit den tatsdchlichen Werten (Tabelle 1):

Berechnet aus {12} mit den in
Grofie [{13} angegebenen Werten von g,
T, a und ¥

Anmerkungen zu den tatsichlichen Werten

6381 km

Der mittlere Erdradius (definiert als Radius einer Kugel gleichen
Erde 'Volumens) betrdgt 6371.0 km (nach [8], S. 26).

1725 km

Mond

Der mittlere Mondradius betrdgt 1737 km (nach [8], S. 26).

r 383 300 km

Die Distanz Erde-Mond variiert zwischen 356 410 km und
406 697 km. Der mittlere Abstand des Mondes von der Erde
betrdgt 384 400 km (siehe [8], S. 26). Er wéchst jahrlich um
3.8 cm (siehe [4], S. 593).

GM,,. 3.995-10" m’/s’

Der Wert dieser Grofe (die geozentrische Gravitationskonstante)
wurde im World Geodetic System 1984 zu

3.986004418-10" m’/s® festgelegt (siehe [10], S. 28), ist also
schr genau bekannt.

Tab. 1: Berechnete und tatséichliche Werte von Ry, Ry, ¥ und GM

Die Genauigkeit dieser mit den Idealwerten von g,
T, a und x erzielten Ergebnisse ldsst nichts zu
wiinschen {ibrig — der Fehler ist in allen Fallen (ver-
glichen mit den tatséchlichen mittleren Werten in
den ersten drei Féllen) kleiner als ein Prozent!

Wird anstelle des siderischen der (der Lebenserfah-
rung leichter zugéngliche) synodische Monat (im
Mittel 29.5 Tage) fiir T herangezogen, so ergibt
sich Rgge = 7451 km, Ryions = 2014 km,
r=447517km und GMgyy = 5.446-10" m’/s*,
was zwar weniger beeindruckend, aber auch nicht
schlecht ist. Wird der Unterschied zwischen dem

Erdradius und dem Radius des Kernschattens bei
einer Mondfinsternis nicht beriicksichtigt, so sind
die Ergebnisse, wie bereits erwdhnt, wesentlich
ungenauer.

Werden die Idealwerte von g und 7 zugrunde
gelegt, so fiihren Abweichungen der von SchiilerIn-
nen bestimmten Werte fiir ¢ und x natiirlich eben-
falls zu ungenaueren Ergebnissen, die aber dennoch
die wahren Dimensionen angemessen wiedergeben.
Die folgende (mit dem GauB3‘schen Fehlerfortpflan-
zungsgesetz berechnete) Tabelle zeigt, wie sich
relative Fehler von « und x auswirken (Tabelle 2):

Relative Fehler ... ... verursachen relative Fehler ...
Aa/a Ax /K ARgrie ! Rive ARviond ! Ryiond Arlr AGM ) (GM i)
0.01 0 0.03 0.03 0.02 0.06
0 0.01 0.03 0.02 0.02 0.06
0.01 0.01 0.04 0.04 0.03 0.08
0.05 0 0.15 0.15 0.10 0.30
0 0.05 0.15 0.10 0.10 0.30
0.05 0.05 0.21 0.18 0.14 0.42

Tab. 2: Relative Fehler
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Die GroBe GMpy, ist aufgrund der in {12d} enthal-
tenen sechsten Potenzen von « und x am empfind-
lichsten gegeniiber kleinen Abweichungen.

Anlédsslich der Interpretation der Genauigkeit der
Ergebnisse ist eine methodische Bemerkung ange-
bracht. Eine Messung von « und die Bestimmung
der Mondentfernung zu einer bestimmten Zeit zielt
auf die aktuellen Werte dieser GroBen zum Zeit-
punkt der Messung ab und nicht auf die in der Lite-
ratur nachzulesenden mittleren Werte, und Gleiches
(wenngleich mit geringerer Auswirkung) gilt fiir den
(in der obigen geometrischen Behandlung der
Mondfinsternis mit « gleichgesetzten) Winkel,
unter dem wir die Sonne sehen. Die zeitlichen
Schwankungen dieser Groen stellen reale Effekte
dar, die von Fehlern zu unterscheiden sind, die durch
ungenaue Messungen verursacht werden. In diesem
Zusammenhang sollte auch bedacht werden, dass
diese Schwankungen in unserem Modell einer kreis-
formigen Mondbahn gar nicht vorgesehen sind. Dass
dennoch Ergebnisse erzielt werden konnen, die nicht
weit von den mittleren Werten entfernt liegen, riihrt
daher, dass die Schwankungen nicht allzu grof sind.

Zieht es die Lehrkraft vor, den Erdradius als bekannt
vorauszusetzen und in diesem Zusammenhang nicht
zu thematisieren, so kann eine der Beziehungen
{l1a} oder {11d} weggelassen werden. Dafiir
kommt sicher am ehesten {11d} in Frage. Damit
kann auf die Analyse der Geometrie von Mondfins-
ternissen verzichtet werden, was die Argumentation
vereinfacht. Aus {lla} kann dann unmittelbar
GMy. gewonnen werden und damit » aus {11b}
und in der Folge Ry,q aus {11c}. Daraus ergibt sich
eine Variante, die traditionelleren Vorgangsweisen
niher kommt, sich von diesen aber sachlogisch da-
durch unterscheidet, dass wir G als (noch) unbe-
kannt ansehen.

In historischer Hinsicht sei angemerkt, dass sich
Isaac Newton nicht nur in der Situation befand, den
Wert der Gravitationskonstante nicht zu kennen,
sondern zunichst einmal das Erklarungspotential des
Gravitationsgesetzes als solches ausloten zu miissen.
Sein epochemachender Fortschritt bestand darin, das
Produkt GMyy im Einklang mit den ihm zur Ver-
fiigung stehenden Beobachtungsdaten (die {iber die
hier verwendeten Naherungen, etwa des kreisformi-
gen Mondumlaufs bei fixierter Erdposition, wesent-
lich hinausgingen) zu bestimmen.

5.Erdmasse und Gravitationskonstante

Unsere bisherigen Ergebnisse haben noch einen
Schonheitsfehler: Wir haben nun zwar das Produkt
GMy,. ermittelt, nicht aber die beiden Faktoren G
und My, . Mit diesem Schonheitsfehler hat es eine
tiefere Bewandtnis, die mit der Gleichheit von trager
und schwerer Masse zusammenhingt. Die Bewe-
gung eines Korpers der Masse m unter dem
gravitativen FEinfluss eines oder mehrerer anderer
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Korper wird geméll dem Grundgesetz der Mechanik
beschrieben durch
m;l:F1+1_:;2+... {15}

wobei auf der rechten Seite die von den verschiede-
nen Korpern ausgeiibten Gravitationskréfte stehen.
Gemil dem Newton‘schen Gravitationsgesetz sind
sie alle proportional zu m , was zur Folge hat, dass
m aus {15} herausfillt (und zwar auf der linken
Seite der Gleichung in seiner Rolle als trige Masse,
auf der rechten in seiner Rolle als schwere Masse).
Alle verbleibenden Massen kommen dann nur mit
G multipliziert vor, ebenso wie in {1} und {5}.
Durch die Beobachtung der Bewegung von Korpern,
auf die lediglich ihre (wechselseitigen) Gravitations-
krifte wirken, lassen sich daher weder deren Massen
noch die Gravitationskonstante bestimmen!

Der einzige Ausweg besteht darin, auch andere,
nicht gravitative Krifte einzubeziehen. Dabei er-
schweren uns allerdings zwei Tatsachen das Leben:

o Die Gravitationskrifte zwischen Himmelskor-
pern sind so grof3, dass sie andere Krifte bei
Weitem dominieren (was wiederum damit zu-
sammenhéngt, dass elektrische Ladungen posi-
tiv oder negativ sein konnen und einander in
normaler Materie iiber groe Distanzen neutra-
lisieren, wihrend sich die von Massen verur-
sachten Gravitationskriafte aufsummieren).

e Die Gravitationskrifte zwischen Gegenstinden,
mit denen wir auf der Erde experimentieren
koénnen, sind so klein, dass sie von anderen
Kriften dominiert werden (was damit zusam-
menhéngt, dass die Schwerkraft zwischen den
elektrisch geladenen Bausteinen der Atome viel
kleiner ist als die zwischen ihnen wirkenden
elektromagnetischen Krifte, auf die auch die
mechanischen Krifte, die wir im Alltag auf Ge-
genstdnde ausiiben, zuriickgefiihrt werden kon-
nen).

Aus diesen Griinden ist die Gravitationskonstante
unter allen fundamentalen Naturkonstanten diejeni-
ge, die wir am ungenauesten kennen. Historisch
wurde sie im Jahr 1798 (mehr als 100 Jahre nach-
dem Newton sein Gravitationsgesetz aufgestellt
hatte!) von Henry Cavendish bestimmt. Er verglich
die zwischen zwei Kugeln von zusammen 316 kg
Masse wirkenden Gravitationskrifte mit der auf
einen Draht ausgeiibten Torsionskraft. Um SchiilerIn-
nen begreiflich zu machen, woher wir den Wert
dieser Naturkonstante kennen, wird meist auf das
Cavendish-Experiment verwiesen. Manche Schulen
verfligen sogar iiber eine ,,Gravitationswaage*, mit
der es nachvollzogen werden kann [11].

Es gibt aber eine Alternative (bzw. Ergénzung) —
eine Argumentation, die auf physikalischen Uberle-
gungen beruht und zumindest auf eine grobe Schét-
zung von G (und gleichzeitig der Erdmasse) fiihrt.
Sie lduft auf die Frage hinaus, welche Dichte die
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Erde hat. Wire die mittlere Dichte o der Erde
(definiert als Erdmasse/Erdvolumen) bekannt, so
konnte man die Erdmasse mit

3

M. = Erdvolumen x p = %REm; P {16}

ermitteln und, sofern das Produkt GMy, bereits
bekannt ist, auch den Wert der Gravitationskonstan-
te. Haben wir eine Chance, die Dichte der Erde ab-
zuschétzen?

Die Dichte oberflichennaher Gesteine der Erde
betriigt ungefdhr 2700 kg/m’ (eine GroBenordnung,
die leicht durch eine Dichtemessung an einem Stein
verifiziert werden kann). Aus zwei Griinden ist es
physikalisch plausibel, anzunehmen, dass die Dichte
im Erdinneren grofer ist als an der Oberflédche:

e Besteht die Erde aus unterschiedlichen Materia-
lien, so werden die schwereren (d. h. jene mit
hoherer Dichte) zum Grofiteil schon vor langer
Zeit ins Erdinnere ,,abgesunken‘ sein.

e Aufgrund der Last des Materials, aus dem die
Erde besteht, wird der Druck in groBer Tiefe
sehr grof sein und die Atome zusammendrii-
cken. In eine Volumeneinheit passen dann mehr
Atome als im nicht zusammengedriickten Zu-
stand, d. h. die Dichte ist grofer.

Der springende Punkt des Arguments besteht nun in
der Beobachtung, dass die Dichten der meisten Fest-
korper und Fliissigkeiten in einem iiberschaubaren
Bereich von etwa 1000 kg/m® bis 20000 kg/m’
liegen. Werden feste oder fliissige Stoffe stark zu-
sammengepresst, so erhoht sich deren Dichte — im
Gegensatz zum Druck — nur geringfiigig. Atome und
(kleinere) Molekiile sind sehr robust! Sie verdanken
diese Eigenschaft der elektromagnetischen Wech-
selwirkung, die ihre Bestandteile (Atomkerne und
Elektronen) aneinander bindet (und — der Vollstén-
digkeit halber angemerkt — der Quantennatur dieser
Wechselwirkung). Dieses Verhalten kann illustriert
werden, indem versucht wird, einen Eisennagel in
einen Gegenstand aus massivem Eisen einzuschla-
gen. Der Druck an der Spitze des Nagels ist fiir kur-
ze Zeit betrdchtlich, fiihrt aber offenbar nur zu einer
kleinen Delle von der Groe der Nagelspitze, in
deren Nihe die Dichte vielleicht geringfiigig erhoht
ist. (Der Korrektheit halber sei angemerkt, dass
dieses Verhalten bei Driicken, die in Weiflen Zwer-
gen herrschen, zusammenbricht. In diesen ist die
Atomstruktur zerbrochen, die Materie ist — aufgrund
des Pauli-Prinzips — ,entartet”. Die Erde trennen
aber beim Wert fiir den Druck sechs Zehnerpotenzen
von einem solchen Zustand). Daher kdnnen wir
vermuten, dass auch die Dichte im Erdinneren nicht
viel grofBer ist als auf der Erdoberfliche. Geben wir
der mittleren Dichte der Erde im Vergleich zur
Dichte an der Oberflache einen Faktor 2, d. h. veran-
schlagen wir p ~ 5400 kg/m’, so ergibt sich mit
{16} und {14a} dic Abschitzung (auf eine Stelle
genau angegeben)

M, ~ 610" kg, {17}

was recht gut in der Ndhe des tatsdchlichen Wertes
von 5.974-10* kg liegt (siche [8], S. 122). Mit
{14d} kann dann die Gravitationskonstante zu

3
G = Mo 7-10*”—1:;SZ {18}

Erde

abgeschdtzt werden, was den tatsdchlichen Wert von
6.674-10""'m’ /(kg s*) ebenfalls gut trifft.

Diese Variante der Argumentation mag ein bisschen
gekiinstelt wirken, da der Faktor 2 lediglich ,,gut
geraten” war. Wird die mittlere Dichte der Erde
etwas groBer oder kleiner abgeschétzt, so ergibt sich
mit {16} eine um den entsprechenden Faktor grof3e-
re oder kleinere Erdmasse, und daher mit {14d} ein
kleinerer oder groBerer Wert fiir G . Das konnen wir
aber ausnutzen, um eine seridsere Eingrenzung vor-
zunehmen. Die sinnvollen Grenzen der Dichteschit-
zung sind:

e Die mittlere Dichte der Erde ist sicher groBer als
die Dichte von Oberflichengestein. Mit
p ~2700 kg/m’ ergibt sich die Untergrenze
fiir die Erdmasse zu 3-10** kg und die Ober-
grenze fir die Gravitationskonstante zu
107"°m’ /(kg s?) .

e Eine Obergrenze fiir die Erdmasse kann weniger
verldsslich angegeben werden. Wenn das Erdin-
nere aus besonders schweren Metallen bestiinde
und p =~ 30000 kg/m’® veranschlagt wird, ergibt
sich fiir die Erdmasse 3-10% kg und fiir die
Gravitationskonstante 10™"'m’ /(kg s°) .

Anstelle von {17} und {18} ldsst sich daher etwas
vorsichtiger eingrenzen:

310 kg < M, <3-10° kg

Erde

und {19}

3 3
10" < G<10" 2
kgs kgs
Im Rahmen des Unterrichts kann dem hier zugrunde
gelegten Verhalten der Materie der Rang einer ,,Hy-
pothese® zugesprochen werden, die noch durch
weitere Beobachtungen und Hypothesenbildungen
untermauert werden muss (wie sie sich etwa in der
Atomphysik ergeben, aber auch in der Geophysik,
die das Erdinnere mit Hilfe von Erdbebenwellen
untersucht), um jenen Grad an Sicherheit zu erlan-
gen, den wir in der Wissenschaft als ,,Theorie” be-
zeichnen.

Damit ist durch eine nachvollziehbare physikalische
Uberlegung deutlich gemacht, in welchem GroBe-
nordnungsbereich die Erdmasse und die Gravitati-
onskonstante (hdchstwahrscheinlich) liegen. Not-
wendig fiir diesen Zugang waren lediglich die
Kenntnis der Dichte von Materialien an der Erdober-
fliche und eine plausible Vorstellung vom Dichte-
verhalten von Festkorpern und Fliissigkeiten.

I
(9]
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Die hier vorgefiihrte Argumentation hat historische
Vorbilder. Dass — wie oben besprochen — der Wert
der Gravitationskonstante nicht aus gravitativ be-
stimmten Bewegungen von Korpern unbekannter
Masse ermittelt werden kann, hat Physiker und As-
tronomen Jahrhunderte lang beschiftigt. Bereits
Newton ermittelte einen N&herungswert von G,
basierend auf der Annahme, die Dichte der Erde
betrage das Fiinffache der Dichte von Wasser. Wei-
tere frithe Versuche beruhten auf der Messung der
Lotabweichung in der Ndhe von Bergen, deren Mas-
sen abgeschitzt wurden ([12], S. 31). Auch
Cavendishs Motivation, sein beriihmtes Experiment
durchzufiihren, war nicht in erster Linie die Mes-
sung einer fundamentalen Naturkonstante, sondern
die Bestimmung der Dichte der Erde. Verfeinerun-
gen der Messmethoden, um G genauer bestimmen
zu konnen, sind bis heute ein Thema der fundamen-
talen Physik [13].

Wurden im Unterricht einmal GréBenordnungsbe-
reiche wie {19} erzielt, so hat die Mitteilung der
genaueren Werte der Erdmasse und der Gravitati-
onskonstante (sofern sie nicht bereits im Voraus
bekannt waren) lediglich den Charakter einer nach-
traglichen Prézisierung, die sich in das grundlegende
physikalische Verstindnis dieser der Alltagsan-
schauung so weit entriickten GroBen einfiigt.

6.Nachbemerkungen

Um die Logik der gesamten Argumentation und die
Rolle, die das Gravitationsgesetz in ihr spielt, noch
einmal nachzuvollziehen und zu durchdenken, emp-
fiehlt sich die Frage an die SchiilerInnen:

e Warum hat die Masse des Mondes in unseren
Uberlegungen keine Rolle gespielt (und konnte
daher auch nicht ermittelt werden)?

Eine Variation dieser Frage ist:

e Wieso kann das hier beschriebene Verfahren
nicht dazu verwendet werden, um die Grofle der
Sonne und deren Entfernung (die ,,Astronomi-
sche Einheit*) zu ermitteln?

Die Antworten auf beide Fragen haben den gleichen
Kern: Das Gravitationsgesetz erlaubt es uns, die
Bahndaten eines Satelliten mit der Masse des Zent-
ralkérpers in Beziehung zu setzen, nicht aber mit
jener des Satelliten! (Dabei ist — wie auch in den
bisherigen Betrachtungen — vorausgesetzt, dass die
durch den Satelliten verursachte Bewegung des
Zentralkorpers vernachldssigt wird). Die erste Frage
ist damit unmittelbar beantwortet. Im Szenario der
zweiten Frage wire die Erde der Satellit, und daher
fehlt zur Ubertragung unserer Argumentation die
Schwerebeschleunigung auf der Sonnenoberflache.
Waire sie bekannt, so lieBen sich mit den Analogien
von {1} und {5} und der nun als bekannt vorausge-
setzten Gravitationskonstante die Sonnenmasse und
die Entfernung Erde-Sonne bestimmen. Da die
Schwerebeschleunigung auf der Sonnenoberfliche
aber nicht bekannt ist, ldsst sich aus dem dritten
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Kepler‘schen Gesetz lediglich das Verhéltnis Son-
nenmasse/(Entfernung Erde-Sonne)’ bestimmen.

Die Bestimmung der Mondmasse ist im Prinzip
mdglich, wenn das Erde-Mond-System als Zweikor-
persystem betrachtet, also die Riickwirkung des
Mondes auf die Erde nicht vernachléssigt und eben-
so beobachtet wird wie der Umlauf des Mondes um
die Erde. Der von der Gravitationswirkung des
Mondes herrithrende Umlauf der Erde (genauer: des
Erdmittelpunkts) um den Massenmittelpunkt des
Erde-Mond-Systems, der sich der Bahn der Erde um
die Sonne tiberlagert, fiihrt zu kleinen, aber messba-
ren Verschiebungen der scheinbaren Position der
Sonne, woraus die Lage des Massenmittelpunkts und
damit die Masse des Mondes ermittelt werden kann.
Eine andere Methode ergibt sich durch die Beobach-
tung kiinstlicher Mondsatelliten, die dem Mond die
Rolle eines Zentralkorpers zuweist, dessen Masse
dann mit dem Gravitationsgesetz ermittelt werden
kann.

Verallgemeinernd ldsst sich aus der Diskussion der
Frage nach der Mondmasse schlieen, dass die Be-
stimmung der Masse eines Himmelskorpers, der
keinen Begleiter besitzt, schwierig ist. Interessan-
terweise beruhen die genauesten Werte der Massen
von Planeten und Monden im Sonnensystem auf der
Beobachtung der Bewegung kiinstlicher Raumson-
den. (Siehe [14] fiir eine faszinierende Alternative.)

Das Problem der Entfernung Erde-Sonne ist histo-
risch insofern bedeutsam, als sich mit dem Gravita-
tionsgesetz (unter Vernachldssigung der Riickwir-
kung der Planeten auf die Sonne) aus den Umlaufs-
zeiten der Planeten nur die Verhéltnisse ihrer Ab-
stinde bestimmen lassen, nicht aber die Abstinde
selbst. Wird {5} in der Form

T GM onne
o e o

J
(in der Néaherung kreisformiger Bahnen) fiir den
j-ten Planeten adaptiert, und kennt man die Radien
r; nicht, so bleibt auch das Produkt GAMg,,,. unbe-
kannt. Die Umlaufszeiten 7; konnen gemessen
werden, woraus sich mit
r’> T ].2

J

A el
(fir den j-ten und den k-ten Planeten) nur die Ver-
héiltnisse der Bahnradien ergeben. Werden zu einem
beliebigen Zeitpunkt die Winkel zwischen den
Sichtlinien zu den Planeten und zur Sonne gemes-
sen, so lassen sich daraus alle Abstinde im Sonnen-
system relativ zueinander bestimmen — sie sind dann
bis auf einen Faktor bestimmt. Wird ein einziger
Abstand zu einem Planeten (oder zur Sonne) mit
anderen Methoden gemessen, so sind damit alle
Léngen im Sonnensystem auch absolut bekannt!

Um dies zu erreichen, bietet sich vor allem die Mes-
sung der Parallaxen der beiden néichsten Planeten
Mars und Venus an (d. h. der Unterschiede der von
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verschiedenen Orten auf der Erde beobachteten
Positionen dieser Planeten vor dem Fixsternhinter-
grund). Die historisch bedeutsamen Beobachtungen
der Venustransite im 18. und 19. Jahrhundert fallen
in diese Kategorie. (Beim Venustransit von 2004
wurde diese Methode im Rahmen eines internationa-
len Projekts unter Mitwirkung von Schiilerlnnen
nachvollzogen, siche [1].) Seit dem 20. Jahrhundert
koénnen auch Asteroiden, die der Erde nahe kommen,
dazu verwendet werden. Modernere und genauere
Methoden bestehen in der Messung der Laufzeit von
Radarsignalen, die auf der Erde ausgesandt und von
einem Planeten (vorzugsweise der Venus) zuriick-
geworfen werden.

Diese Betrachtungen sollten deutlich gemacht ha-
ben, dass (und warum) der hier vorgestellte Ansatz,
der aufwendige parallaktische Beobachtungsmetho-
den vermeidet, auf das Erde-Mond-System be-
schrénkt ist.
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