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Kurzfassung

Wir besprechen ein Demonstrationsexperiment zur Induktion, das zu paradoxen Spannungsmes-
sungen fiihrt, und zeigen die Problematik einer rein formalen Erklarung auf. Um ein tieferes Ver-
standnis zu ermoglichen, stellen wir ergédnzende Versuchsanordnungen vor. Diese erlauben es, die
Verteilung induzierter elektromotorischer Kréfte in homogenen wie inhomogenen Leitern nach-
zuweisen. Sie machen deutlich, was man mit Voltmetern an Anordnungen mift, die zeitlich veran-
derlichen elektromagnetischen Feldern ausgesetzt sind.

1. Einleitung

Im folgenden besprechen wir ein sogenanntes ,,e-
lektrodynamisches Paradoxon®. Dies ist ein De-
monstrationsexperiment zum Induktionsgesetz, das
im deutschsprachigen Raum aber kaum bekannt ist
[1,2,3,4,5]. Mit ihm lassen sich besonders deutlich
Besonderheiten zeitlich verdnderlicher elektromag-
netischer Felder vor Augen fiihren, insbesondere die
Problematik von Spannungsmessungen: so ist es
doch duBBerst verwunderlich, da3 ein an zwei festen
Punkten angeschlossenes Voltmeter je nach rdumli-
cher Lage der MeBanordnung unterschiedliche, aber
wohldefinierte Spannungen anzeigen kann (siche
Abb. 1). Elektrische Felder, die durch magnetische
Wechselfelder entstehen, verhalten sich ganz anders
als solche, die auf Coulomb-Kriften zwischen La-
dungen beruhen.

Die Grundform des Versuchs ist in Abb. 2 skizziert.
Eine von Wechselstrom durchflossene Spule mit
magnetischem Kern erzeugt einen zeitlich verénder-
lichen magnetischen Flul ®(t). Um die Spule wird
nun ein leitender Ring gelegt, der zwei Widerstinde
R, # R, enthilt. In diesem Ring wird auf Grund der

FluBénderung eine elektromotorische Kraft indu-
ziert, infolge derer ein Wechselstrom flie3t. Schlief3t
man nun ein Voltmeter an die Punkte ¢ und b an, so
hingt die gemessene Spannung davon ab, ob sich
das Voltmeter auf der Seite von R, oder R, befin-
det. Dabei spielt es keine Rolle, ob ein analoges oder
ein digitales Gerét benutzt wird. Insbesondere erhélt
man ein wohldefiniertes und reproduzierbares Er-
gebnis, \U o551/ Upess.2| = Ri / Ry, wenn der magne-
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tische StreufluB im Bereich der duleren MeBschlei-
fen (weifle Flachen in Abb. 2b) hinreichend klein ist.
Experimentell 148t sich dies auf mehrere Arten
realisieren. Zum einen kann man den gesamten
magnetischen FluBl auf die Spule bzw. ihren Kern
konzentrieren. Dazu verwendet man entweder eine
sehr lange Spule mit Kern (Abb. 2a und Ref. [3])
oder eine kurze Spule, bei der man die magneti-
schen Feldlinien auBerhalb der gezeigten Leiter-
schleifen iiber einen geschlossenen Kern in sich
zurlickfiihrt. Eine andere Moglichkeit besteht darin,
die Anschluflkabel der Voltmeter sehr nah am
Kreisring zu verlegen, so daBl die eingeschlossene
Flache gegen Null geht (Abb. 1 und Ref. [1]).

Wie bei Paradoxa iiblich, steht das Phinomen
nicht im Widerspruch zu physikalischen Gesetzen,
sondern zu unserer Erwartungshaltung: wir sind es
bei Schaltkreisen, in denen Gleich- oder Wechsel-
strome flielen, gewohnt, unabhéngig von der genau-
en Lage des Voltmeters eine feste Spannung zwi-
schen den MeBspitzen an zwei Punkten a und b
abgreifen zu konnen. Je mehr praktische Erfahrung

Abb.1: Verbliiffenderweise zeigen zwei Voltme-
ter unterschiedliche Wechselspannungen an (in
mV), obwohl sie an denselben Punkten eines
stromdurchflossenen =~ Widerstandsrings  ange-
schlossen sind (vgl. Abb. 2). Das Verhéltnis der

Spannungen U1/ Umess,2|z1776 entspricht dem

der Widerstande R, =67,9 Qund R, =38,5 Q.
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die Studenten im Umgang mit SpannungsmefBgera-
ten haben, desto tiberraschender ist fiir sie daher der
beschriebene Effekt. Die Erkldrungsversuche offen-
baren meist grundlegende Mingel im Verstdndnis,
selbst wenn eine Vorbildung auf dem Gebiet der
Elektrodynamik gegeben ist. Verwandte Probleme
bzw. Ubungsaufgaben finden sich in den Ref. [6,7].
Der Effekt ist auch von praktischer Bedeutung,
beispielsweise bei der Messung von FluBanderun-
gen an supraleitenden Zylindern [8,9].

In Abschnitt 2 geben wir zunéchst in kurzer Form
die theoretische Erkldrung des Versuches wieder.
Wir zeigen dann in Abschnitt 3, wie ein gut gewihl-
tes Ersatzschaltbild ein leichteres Verstehen ermog-
licht. In den folgenden Abschnitten 4 und 5 stellen
wir ergidnzende Experimente vor. Diese demonstrie-
ren, wie sich induzierte elektromotorische Krifte
entlang homogener und inhomogener Leitungen
verteilen und zeigen, was Voltmeter an Anordnun-
gen messen, die zeitlich verdnderlichen elektromag-
netischen Feldern ausgesetzt sind.

2. Zur Standardversion des Experiments
Die zeitlich verdnderliche magnetische Fludichte

B induziert ein elektrisches Feld, ELB , welches
auf die Kreisschleife einwirkt. Nach dem Faraday-
schen Induktionsgesetz (eine der Maxwellschen
Gleichungen) gilt dann fiir das geschlossene Linien-
integral

g:ﬁﬁ:—%jédz . )

Hierbei bezeichnet 4 die umschlossene schattierte

Umess,l
Abb.2: a) Standardversuch zu einem ,,elektrody-
namischen Paradoxon®. Der Generator G erzeugt
mittels einer Spule ein zeitlich verdnderliches
Magnetfeld. a und b bezeichnen die Kontaktpunk-
te des Widerstandsrings, an denen die MefBkabel
angeschlossen sind. b) Aufsicht mit R, - bzw. R, -
seitiger Spannungsmessung. Die magnetische
FluBdichte B durchstoBt die Blattebene, wobei
die Feldverteilung beziiglich der Achse a-b
symmetrisch ist (vgl. auch Abb. 1). ¢ und d
bezeichnen die Eingéinge der Voltmeter.

Flache in Abb. 2. & wird als elektromotorische
Kraft (EMK) bezeichnet und hat die Dimension
einer Spannung (Energie pro Ladung), ist aber im
Gegensatz zu den wegunabhéngigen Potentialdiffe-
renzen der Elektrostatik nicht auf konservative Cou-
lomb-Kréfte zuriickzufiihren [4]. Nach dem verall-
gemeinerten Ohmschen Gesetz treibt die EMK in
der Kreisschleife einen Strom

£ @
R, +R,

an, wobei wir vorausgesetzt haben, dafl der Wider-
stand der Leitungen gegeniiber R, + R, vernachlds-

sigt werden kann. Der Stromflul wiederum fiihrt zu
einem Spannungsabfall U, =R, I bzw. U, =—-R,I[

an den Widersténden. Es gilt

R
U=—~>'—¢ (3)
R, +R,
R
Uy=—-—2—.& , 4)
R, +R,

wobei das Vorzeichen der Unterscheidung der rela-
tiven Polung bzgl. a und b dient (StromfluB a — b
bzw. b—a). Wie bereits ausgefiihrt gehen wir
davon aus, daB3 nur im Bereich der inneren Fldche 4
ein nennenswerter magnetischer FluB herrscht (grau
schattiert in Abb. 2b). Bei der R, -seitigen Span-

nungsmessung umschliet die MefBschleife vom
Eingang ¢ des Voltmeters iiber a, R, und b zuriick

zum Eingang d somit keine FluBadnderung, so dal3
dort die Summe aller induzierten EMK  verschwin-
det und das Voltmeter direkt U U, anzeigt.

mess,] —

Analog gilt auch U U, . Es ergibt sich damit

mess,2

aus Gl 3 und Gl. 4 das experimentell {iberpriifbare
Spannungsverhéltnis

Umess,l R1

Umess,Z RZ ' (5)
Einfache Voltmeter zeigen lediglich die Effektiv-
werte der Wechselspannungen an. Die unterschied-
lichen Vorzeichen in Gl. 3 und 4 entsprechen einer
Phasenverschiebung von 180° und konnen leicht
mittels eines Oszilloskops sichtbar gemacht werden
(siche Ref. [5]). Dariiber hinaus 146t sich aus den
gemessenen Effektivspannungen auch der Effektiv-

wert der induzierten EMK zu
| 151U pess.t |+1U pess 2 | bestimmen (siehe Gl. 3
und 4).

Im obigen Induktionsexperiment erzeugt die EMK
also zunichst einen durch die gesamte Leiterschlei-
fe flieBenden Strom, der wiederum zu Spannungs-
abfillen an einzelnen ohmschen Widersténden fiihrt.
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Abb. 3: Falsches Ersatzschaltbild zu Abb. 2. Je
nach MefBanordnung befindet sich ein die indu-
zierte EMK & tragender Generator im oberen
bzw. unteren Halbkreis der Leiterschleife. Die
Pfeile an den Generatoren geben ihre momentane
Polung (entgegengesetzt der technischen Strom-
richtung) an.

Deren unterschiedliche Werte, U, =R;/ bzw.
U, =—R,I, werden gemessen. Die Wirkung als

Paradoxon beruht darauf, dafl der Betrachter i.
a. filschlicherweise erwartet, man konne mit
einem Voltmeter immer eine feste Potentialdif-
ferenz zwischen den Mefispitzen an den Punkten
a und b abgreifen. Statt dies nun herauszuarbeiten,
versuchen selbst  Hochschullehrer oftmals, die
scheinbare Paradoxie mittels des in Abb. 3 gezeigten
Ersatzschaltbildes noch zu verstirken. Dabei wird
die in der Kreisschleife induzierte EMK & als
Spannungsgenerator jeweils in die dem Voltmeter
abgewandte Halbschleife eingezeichnet. Damit tra-
gen alle das Gebiet der Fludnderung umschlieen-
den Maschen die EMK, wihrend die  fluBlfreien
Maschen den Generator nicht enthalten. Die Volt-
meter messen somit direkt die Spannungsabfille an
den jeweiligen Widerstinden, und man iiberzeugt
sich leicht davon, daB3 die Gleichungen 2-5 erfiillt
sind. Die zugrundeliegende Modellvorstellung ist
allerdings absurd. Ein Generator, der je nach Anni-
herung des Betrachters von einem Ort zum anderen
springt, wire in der Tat ein echtes physikalisches
Paradoxon! Zwar wirkt das Experiment so, als ob
man je nach Lage des Voltmeters an verschiedenen
Schaltkreisen miflt, zum tieferen Verstdndnis tragt
diese Sichtweise aber nicht bei. Zum einen kann
man die beiden Spannungsmessungen ja auch
gleichzeitig durchfiihren, so dafl eine Beschreibung
durch zwei getrennte Ersatzschaltbilder nicht mehr
zu rechtfertigen ist? Zum anderen wird man nach

2 Zwar kann man, wie in Ref. [3] gezeigt, diese zu ei-
ner Schaltung zusammenfassen, allerdings ergeben sich
dann verschiedene AnschluBBpunkte fiir die beiden Volt-
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wie vor verleitet anzunehmen, dall die Voltmeter
Spannungen zwischen @ und b erfassen, da in den
MeBleitungen induzierte elektromotorische Krifte in
Abb. 3 nicht erscheinen. Dies widerspricht der phy-
sikalischen Situation im Experiment. Wir werden im
folgenden Abschnitt zeigen, wie ein richtig gewéhl-
tes Ersatzschaltbild die zugrundeliegende Physik
bildlich umsetzen und so zum Verstdndnis der obi-
gen formalen Herleitung beitragen kann. Dies hat
gegeniiber einigen ausfiihrlichen  theoretischen
Abhandlungen in der Literatur [2,5] auch den Vor-
teil, da3 sofort anschaulich klar wird, was Voltme-
ter messen.

3. Verstindnisschwierigkeiten

3.1 Was messen Voltmeter?

Wie bereits angesprochen, mufl anschaulich erklart
werden, weshalb die Voltmeter im obigen Experi-
ment keine feste Spannung zwischen den MeBspit-
zen an den Punkten a und b abgreifen. Letzteres sind
wir von gewdhnlichen Messungen her gewohnt: bei
hinreichend groBem Innenwiderstand des Gerétes
sind Strome in den Mefkabeln zwischen ¢ und a
bzw. d und b vernachlissigbar klein, so dall es dort
zu keinem weiteren Spannungsabfall kommt. Im
Bereich zeitlich verdnderlicher elektromagnetischer
Felder werden aber auch in den Zuleitungen elekt-
romotorische Krifte induziert, die nicht auer acht
gelassen werden diirfen. Auf die Verteilung der
EMK beim obigen Experiment wurde bereits in Ref.
[4] hingewiesen. Wir zeigen nun in Abb. 4 ein ent-
sprechendes Ersatzschaltbild und erldutern dies. Wir
gehen zunichst davon aus, daf die Kontaktpunkte a
und b so gewidhlt sind, daf sie den Kreisring in
zwei Halbbdgen gleicher Lange teilen. Bei Verwen-
dung eines Spulenkerns mit quadratischem oder
rundem Querschnitt (Abb. 1, 2) weist das magneti-
sche und somit auch das induzierte elektrische Feld
eine Symmetrie beziiglich der Achse a-b auf. Daher

st die induzierte EMK, &= $Eds = (J0Ed5) +
mn

(f;EdE) zu gleichen Teilen auf den oberen (M)
v

und unteren () Halbbogen verteilt.® Unter Beriick-
sichtigung der Laufrichtung von a nach b ergibt sich
entlang der Halbbogen Ué’EdE ) =&/2 und

M

meter, was nicht mehr der tatsdchlichen MeBgeometrie
entspricht.

> Im Gegensatz zum geschlossenen Linienintegral (Gl.
1) konnte fiir die Linienintegrale iiber einfache, nicht in
sich geschlossene Wege auch der schuliibliche Begriff
der Quellspannung verwendet werden. Wir behalten aber
durchgehend den Begriff EMK bzw. Teil-EMK bei.
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Abb. 4: Ersatzschaltbild zu Abb. 2. Der Innenwi-
derstand der Voltmeter sei so groB3, daB Span-
nungsabfille auf Grund von Strémen in den Zulei-
tungen (c-a bzw. d-b) vernachldssigt werden kon-
nen. Des weiteren wird davon ausgegangen, daf3
fiir den induktiven Widerstand des inneren Kreis-
leiters @l << R; + R, gilt (andernfalls sind die

Widerstinde R; und R, durch die entsprechen-
den komplexen Impedanzen zu ersetzen).

(ffﬁcﬁ) = —(LfEdEj =-&/2 (die Vorzeichen
o v

werden in Abb. 4 durch Pfeile angedeutet). Aber
auch die Maschen, die ein Voltmeter und den auf der
ihm abgewandten Seite liegenden Widerstand ent-
halten, umfassen den Bereich der FluBénderung und
miissen insgesamt die EMK & tragen. Dies ist nur
moglich, wenn die Zuleitungen (Wege von a iiber
ein Voltmeter nach b) jeweils den Anteil & /2 tra-
gen, wobei deren genauer rdumlicher Verlauf gar
keine Rolle spielt. Der Einfachheit halber sehen wir
die Voltmeter idealisiert als hinreichend klein an, so
dafl diese induzierte EMK lediglich den Kabeln
zuzuschreiben ist (Im Ersatzschaltbild Abb. 4 ver-
zichten wir darauf, die Zuleitungs-EMK & /2 je-
weils noch weiter auf linkes und rechtes Mef3kabel
aufzuteilen.). Die &ufleren Maschen, welche die
weillen Gebiete umschlieBen, sind hingegen fluB-
frei, so daB sich dort folgerichtig die Teil-EMK
kompensieren (man beachte die Polung der Genera-
toren in Abb. 4).

Einige Autoren verstehen unter dem Begriff Voltme-
ter das gesamte MeBsystem zwischen den MeBspit-
zen bei a und b. Dies ist zwar formal moglich, fiihrt
aber zu Komplikationen: auf Grund der lageabhén-
gigen Anzeige darf dann der Begriff der MeBspan-
nung nicht verwendet werden. Stattdessen wird
davon gesprochen, dal das Voltmeter das ,,Linienin-
tegral des elektrischen Feldes durch sein Inneres‘
messe [5]. Solche abstrakten und komplizierten

Umschreibungen erschweren jedoch eher das Ver-
stindnis und lenken von den wichtigen physikali-
schen Vorgingen ab. Wir unterscheiden hier klar
zwischen dem eigentlichen MeBgerit und den Zulei-
tungen. Dies erlaubt es uns, den einfachen und Schii-
lern wie Studenten bekannten Begriff der MeBspan-
nung zu verwenden, wobei immer die Potentialdiffe-
renz zwischen den Voltmetereingingen ¢ und d
gemeint ist. Aus Abb. 4 geht nun auch hervor, wie
sich diese zusammensetzt: es ist die Summe aller
induzierten EMK und Spannungsabfille entlang
eines Weges von c¢ nach d. Da sich die MeBschlei-
fen der beiden Voltmeter unterscheiden, ist es auch
nicht verwunderlich, da3 verschiedene Spannungen
erfaBt werden. Fiir das erste Voltmeter ergibt sich

beim Weg von ¢ nach d iiber R, somit U, ;=& /2
- &/2+ R 1= R 1bzw. beim Weg iliber R, eben-
falls U, 1= E/2- Ryl + E/12= &-Ry1 = R 1.

Daran #ndert sich auch nichts, wenn wir auf dem
Weg von ¢ nach d die innere Kreisschleife beliebig
oft durchlaufen: volle Umlédufe liefern keinen Bei-
trag, €-1(R; +R,)=0,da die Ladungen die dem
Feld entzogene Energie vollstindig in Joulesche
Wirme umsetzen (siehe Gl. 2).

Beim betrachteten ,,elektrodynamischen Paradoxon®
erfait man also lediglich den durch den induzier-
ten Kreisstrom verursachten Spannungsabfall IR,

bzw. -1 R, (siehe Gl. 3 und 4), da sich, wie in Abb. 4

gezeigt, in den MefBschleifen alle induzierten EMK
aufheben. Letzteres 146t sich auch leicht demonstrie-
ren bzw. fiihrt bei Vorfiihrungen zu einem iiberra-
schenden Effekt: man kann die Kontaktpunkte ¢ und
b der MeBkabel entlang des Kreisrings verschieben,
ohne dal3 sich die Meflspannung andert (s. u., Abb.
8). Zwischen den Punkten a und b existiert zwar
eine eindeutige Potentialdifferenz, diese wird aber
entgegen der ersten Erwartung des Betrachters nicht
gemessen. Abb. 4 entnimmt man U,, =@, —¢, =

-E1R2+ R 1=-R,1+ &/2, woraus sich mit Gl. 2
sofort U,, =(R,;-R,)/(R,TR,) *E/2 ergibt (siche
auch [2,4]). Messen 14Bt sich dies aber nur mit
Anordnungen, in denen die Zuleitungen frei von

elektromotorischen Kriften sind [4]. Experimente
dazu werden wir weiter unten noch vorstellen.

3.2 Konsequenzen

Das Paradoxon kann also nur aufgelost, d. h. erklart
werden, wenn Kklar ist, wie induzierte EMK und
Spannungsabfille entlang der Leitungen verteilt sind
und wie sie zur gemessenen Spannung beitragen.
Natiirlich kann man den Sachverhalt formal durch
eine mathematische Herleitung oder mittels eines
Ersatzschaltbildes darlegen. Wir wollen im folgen-
den aber zeigen, wie man mit ergidnzenden Expe-
rimenten und einfachen Ersatzschaltbildern schritt-
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weise die zugrundeliegende Physik verdeutlichen
kann. Diese sollen insbesondere demonstrieren,

e wie sich die induzierte EMK entlang der Leitun-
gen verteilt und

e wie sich die obige Messung der Spannungsabfille
IR, bzw. -1 R, von einer Spannungsmessung zwi-

schen den Punkten a und b unterscheidet.

4. Wie verteilt sich die EMK in inhomogenen
und homogenen Leitern?

Das Faradaysche Induktionsgesetz (Gl.1) wird meist
bei der Behandlung von Generatoren mittels einer
homogenen Leiterschleife demonstriert. Bei dem
oben besprochenen ,elektrodynamischen Parado-
xon“ wird hingegen eine inhomogene Leiterschleife
verwendet, deren Widerstand im wesentlichen durch
die beiden Elemente R, und R, gegeben ist. Da bei

der Serienschaltung mit grolen Widersténden 1i. a.
groBBe Spannungsabfille assoziiert werden, flihrt
dies u. U. zu einer Unsicherheit dariiber, ob sich die
Inhomogenitét auf die Verteilung der EMK entlang
des Leiters auswirkt. Zur experimentellen Klérung
dieser Frage betrachten wir den in Abb. 5 skizzierten
Aufbau, bei dem sich ein Leiterring zentrisch iiber
dem Kern einer Spule befindet. Hierbei kann wahl-
weise eine homogene oder eine inhomogene Kreis-
schleife verwendet werden, wobei wir uns zunichst
auf den inhomogenen Fall, d. h. auf die Schleife mit
den beiden eingeloteten Widerstdnden konzentrie-
ren wollen (Abb. 5a). Die Zuleitungen des Voltme-
ters sind dhnlich wie die Zeiger einer Uhr ausge-
fiihrt, so daB3 die Kontaktpunkte @ und b verschieb-
bar sind. Andert man den Winkel o zwischen ihnen
und damit die Linge der abgegriffenen Teilbdgen,
so beobachtet man eine kontinuierliche Variation der
MeBspannung (siche Abb. 6). Da dabei der Span-

.5
(a2m)*R P R,=

(1=0/2m)*R

b)

Abb. 5: MeBuhr mit verstellbaren Zeigern iiber
einer Spule mit Kern, die ein zeitlich veranderli-
ches Magnetfeld erzeugt: a) inhomogener Ring
b) homogener Ring mit Gesamtwiderstand R,
dessen Teilwiderstinde R, und R, proportional
zur abgegriffenen Bogenlidnge sind.
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nungsabfall an den ohmschen Waiderstinden,
U,=R,I bzw. U, =—R,1 gleich bleibt, zeigt dies
deutlich, dafl die induzierte EMK homogen entlang
des Kreisbogens verteilt ist. Das wollen wir durch
eine kurze theoretische Betrachtung ergénzen:

Die zeitlich verénderliche, magnetische FluBdichte

erzeugt ein elektrisches Feld, —0B/ot= rot E ,
welches auf den Widerstandsring einwirkt. Auf
Grund der axialen Symmetrie des Aufbaus bilden
die elektrischen Feldlinien konzentrische Kreise, so

daB E tangential zur Leiterschleife verldauft und
entlang dieser betragsmiBig konstant ist. Letzteres
gilt natiirlich nur fiir das einwirkende Feld, nicht
aber fiir das sich auf Grund der Ladungsverschie-
bungen dann einstellende Gesamtfeld: der lokale
Spannungsabfall ist in inhomogenen Leitern un-
gleichformig verteilt. Aus der Konstanz des tangen-
tial einwirkenden Feldes ergibt sich fiir die induzier-

te EMK & = §Ed§=E~2;rr, wobei r der Radius

des Ringes ist. Damit entféllt, wie im Ersatzschalt-
bild Abb. 7 gezeigt, auf das R, enthaltende Bogen-
stiick zwischen a und b ein Anteil

gbaR —>a

a
:jEdE:E-s=i-g . (6)
1
b

2r

Da dieser proportional zur jeweils gewéhlten Bo-
genldnge s bzw. zu dem von den beiden MeBkabeln
eingeschlossenen Winkel o =| s | /7 ist, ist die EMK
also homogen entlang der Kreisschleife verteilt. In
den MeBkabeln von ¢ nach a bzw. d nach b werden
keine EMK induziert, da diese Leiterstiicke senk-
recht zu den elektrischen Feldlinien gefiihrt sind,
E 1 ds. Aus diesem Grund miBt das Voltmeter
tatsdchlich direkt die Potentialdifferenz
U, =9, — @, zwischen den Punkten b und a. Nach

=
o

ol ]
—— Theorie
8 ®  Experiment ]
It ]
e 8F
o 5
2 L
g 4
2 3
2
1
0
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Abb. 6: Vergleich von gemessenen Effektivspan-
nungen und Theorie (Gl. 8) fiir die in Abb. 5a)
gezeigte MeBuhr mit R, =1 kQ und R,=3 kQ.
Die MeBspannung verschwindet bei einem Win-
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(-o2m)+E

(a2m)+E™

Abb. 7: Ersatzschaltbild der Spannungsuhr aus
Abb. 5.

der verallgemeinerten Form des Ohmschen Gesetzes
ist der Strom proportional zur Summe aus Potenti-
aldifferenz und induzierter EMK [2,4]: IR, =

& +U,,. Damit ergibt sich die Mefispan-

b»Rlaa

nung Umess = Uba zu

U =+ri-Z.¢
mess 271.

:—R21+(1—i)8 , (7)
2r

was man auch sofort dem Ersatzschaltbild in Abb.
7 entnimmt (Durchlaufrichtung von a nach b iiber

R, bzw. R,). Einsetzen von &E=(R;+R,) -/
liefert schlieBlich
Rl (04
U a)= -—— &
@)= M1
:L. (272'—0!)~R1—05-R2 & . (8)
27 Rl + R2

Bei gegebenen Widerstidnden variiert die Mef3span-
nung als Funktion des Winkels a also linear zwi-
schen den Werten & -Rj/(Rj+R;) und

—& Ry [(R; + Ry), wobei der Vorzeichenwechsel

einer Phasenverschiebung von 180° zwischen
U,.ess und & entspricht. Da einfache Voltmeter nur

den Betrag der Effektivspannung anzeigen, haben
wir diesen in Abbildung 6 aufgetragen. Messung
und Theorie stimmen gut {iberein, d. h. die axiale
Symmetrie der Felder war trotz Verwendung eines
Spulenkerns mit quadratischem Querschnitt hinrei-
chend gewihrleistet, zumindest im Bereich des Wi-
derstandsrings (vgl. Abb. 5a). Die MeBspannung
mufl gemdB Gl 8 bei einem Winkel von
ag =27 R /(R + Ry) verschwinden, was bei den

gewihlten Widerstinden R, =1 kQ und R,=3 kQ

genau den gemessenen 90° entspricht (Abb. 6).

Obwohl dort die Potentialdifferenz zwischen den
Punkten a und b Null ist, fliet natiirlich weiterhin
der Strom /, was man gegebenenfalls durch Einbau
eines geeigneten Detektors demonstrieren kann. In
diesem Fall heben sich die zwischen a und b indu-
zierte EMK und der Spannungsabfall am Widerstand
gerade auf (siche Gl. 7). Damit konnte man den
Aufbau prinzipiell auch als MeBbriicke zur Bestim-
mung eines unbekannten Widerstandes R, nutzen.

Dazu muf3 man nur die Zeiger solange verstellen, bis
bei einem Winkel ¢ die Briicke abgeglichen ist

und U, (ao ) =0 gilt. GemiB Gl. 8 berechnet man
den unbekannten Widerstand dann als

Ry =Ry -[2—”—1J . ©9)

%o
Als weitere Versuchsvariante kann man bei der
Vorfithrung auch den Winkel « festhalten und den

Widerstand R, &ndern. Beispielsweise liefert Gl. 8
fiir den symmetrischen Fall ¢ =7

1 (R —R
Un1ess(a:7[)25'(Rl+R2J'g > (10)
1 2

so dal die Mef3spannung genau fiir R, = R ver-
schwindet.

Zur Untermauerung sollte das Experiment, wie in
Abb. 5b gezeigt, mit einem homogenen Kreisring
wiederholt werden, wobei sich fiir alle Winkel o
immer die MeBspannung 0 ergibt (siche auch Ref.
[6] bzw. Aufgabe 84 in Ref. [7]). Alle Punkte des
Kreisringes befinden sich also auf dem gleichen
Potential, d. h. in jedem Teilstiick des Ringes heben
sich induzierte Teil-EMK und strombedingter Span-
nungsabfall gerade auf (siche GI. 7): der Widerstand
des homogenen Leiters ist proportional zu seiner
Bogenldange s, so dal R /(R +Ry)=s/2r)
=a/(2rx) gilt (siche Abb. 6b). Gemall Gl. 8 ver-

schwindet dann die MeBspannung unabhingig von
der Zeigerstellung.

Die obigen Experimente demonstrieren also, daf3 die
induzierte EMK & homogen entlang des kreisfor-
migen Leiters verteilt ist. In einem Bogenstiick der
Lange s wird also insgesamt nur der Anteil
(a/2x)- & induziert (siche Abb. 7). Dies ist unab-

hingig davon, ob das Leiterstiick homogen ist oder
nicht. Fiir die symmetrische Zeigerstellung o =7
wird im oberen und unteren Bogen genau die Halfte
der EMK, also & /2 induziert, was der Situation bei
unserem ,.elektrodynamischen Paradoxon® ent-
spricht (Abb. 2 und 4). Nach den obigen Ausfithrun-
gen ist auch sofort klar, weshalb man bei dem dort
gezeigten Grundversuch die Kontaktpunkte der
MeBkabel entlang der Leiterstiicke zwischen den
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Abb. 8: Ersatzschaltbild des ,,elektrodynamischen
Paradoxons® bei unsymmetrischer Lage der Kon-
taktpunkte (vergleiche mit Abb. 4).

eingeloteten Widerstdnden R; und R, verschieben

kann, ohne daB sich die MeBspannung &ndert. Wie
aus Abb. 8 hervorgeht, heben sich in den MeBkrei-
sen weiterhin die induzierten EMK auf, so daf3
unabhéngig von der Lage der MeBkabel nur der
Spannungsabfall am jeweiligen Widerstand erfaf3t
wird (Gl. 3 und Gl. 4). Lediglich bei Verwendung
eines homogenen Ringes variiert die Anzeige, da
dort die jeweiligen Widerstandswerte proportional
zur abgegriffenen Bogenlidnge sind (siehe auch Ref.
[6]). Gl. 3 und 4 liefern dann U 551 = (a/27)- €

bzw. U e = (1-a/27)- &

5. Zum Nachweis der Induktion in MeBleitungen

Um zu zeigen, dal} bei dem in Kap. 1-3 besproche-
nen ,elektrodynamischen Paradoxon® auch die
Zuleitungen der Voltmeter nicht frei von elektromo-
torischen Kriften sind, kann man das Grundexperi-
ment leicht erweitern. Zunéchst fithrt man die R, -
und R, -seitigen Messungen, wie in Abb. 2 gezeigt,
nacheinander oder gleichzeitig vor und hélt das
experimentelle Ergebnis gemédfl Gl. 3-5 fest. Als
nichstes zeigt man dann, daB es einen Ubergang
zwischen beiden Situationen gibt. Dazu wurde bei-
spielsweise in Ref. [10] ein Handversuch mit einem
dritten, beweglichen Voltmeter angeregt. Der un-
vermeidliche und je nach Kabellage unterschiedliche
StreufluB in den MeBschleifen erlaubt jedoch keine
reproduzierbaren Messungen, so dal solche Hand-
versuche nur qualitative Hinweise geben. Wir haben
nun einen Aufbau mit nur einem Voltmeter entwor-
fen, der eine quantitative Untersuchung ermoglicht
(siche Abb. 9). Dabei befindet sich wieder eine Lei-
terschleife zentrisch iiber dem Kern einer Spule. Die
Kontaktpunkte a und b teilen den Kreisring in zwei
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a) b)

Abb. 9: a) Versuchsaufbau zum ,.elektrodynami-
schen Paradoxon“ mit beweglichem Klappbiigel
und inhomogenem Ring. Die Skala zur Ablesung
des Winkels y ist nicht eingezeichnet. b) Homo-
gener Ring (R =R, = R/2) mit verschiedenen
Biigelpositionen.

Bogen gleicher Lange. Die MeBleitungen werden
nun aber iiber einen halbkreisformigen beweglichen
Biigel gefiihrt, der um die Achse a-b drehbar ist.
Dies erlaubt einen reproduzierbaren Ubergang von
der R, -seitigen MeBposition (Winkel y =0) in die
R, -seitige Stellung (y =7z ). Dabei dndert sich,
wie in Abb. 10 gezeigt, die gemessene Spannung
kontinuierlich von dem Anfangswert U, tiber 0
auf den Endwert U ,,q . Der Versuch zeigt deut-
lich, daB3 das Voltmeter nicht einfach eine wegunab-
héngige Potentialdifferenz zwischen den Kontakt-
punkten @ und b anzeigt. Da nur die Zuleitungen
bewegt werden, mufB die Anderung der MeBspan-
nung allein auf Induktionsvorgénge in diesem Be-
reich zurilickzufiihren sein.

Gl 3 und 4 beschreiben nur die beiden Grenzfille
y =0 bzw. y =7, bei der sich Biigel und Kreisring
in einer Ebene befinden. Die zentrale Position
y =7x/2,in der sich das Voltmeter genau iiber dem
Kreisring befindet, entspricht der in Abb. 5 skizzier-
ten Situation (fir o =x), in der die Zuleitungen
zum Voltmeter senkrecht zu den elektrischen Feldli-
nien gefiihrt und somit frei von induzierten EMK
sind. In diesem Fall miit das Voltmeter eine Span-
nung gemal Gl. 10. Im folgenden wollen wir die in
Abb. 10 gezeigte Winkelabhdngigkeit der Mefispan-
nung kurz erkléren.

In den unbeweglichen Halbkreisbogen wird, wie
oben gezeigt, jeweils ein Anteil +& /2 der EMK
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Abb. 10: Gemessene Effektivspannung als Funk-
tion des Winkels y fiir einen inhomogenen und

einen homogenen Ring (siche Abb. 9). Die Li-
nien entsprechen jeweils Gl. 13 mit & =8 mV und

J=0=2y/n).

induziert (das Vorzeichen beriicksichtigt die jeweili-
ge Polung beziiglich der Punkte a und b, siche das
Ersatzschaltbild in Abb. 11). In dem beweglichen
Zuleitungsbogen hingegen wird eine winkelabhén-
gige EMK &£ /2-f(y) induziert. Die Funktion f(y)

hingt von der genauen Feldverteilung ab: man be-
achte, dafl der Zuleitungsbiigel sich, wie in Abb. 9a)
gezeigt, iiber dem Ende des Spulenkerns befindet,
also in einem Bereich, in dem das Magnetfeld zwar
noch axiale Symmetlrie4 aufweist, aber nicht homo-
gen ist. Es gilt aber

1 fir y=0
f)=10  fir y==/2 , (11)
-1 fir y==xm

wie man leicht einsieht: fiir ¥ =0 oder 7 liegt der
Biigel iiber den festen Halbkreisbogen und tragt
somit auch die gleiche EMK, nidmlich +& /2. Bei
y = /2 wird nichts induziert, da kein magnetischer
FluB die Biigelfliche durchsetzt (anders ausge-
driickt: die Zuleitungen verlaufen senkrecht zu den
elektrischen Feldlinien). Da die Induktionswirkung
flir y =0 bzw. 7 am groBiten ist, gilt | f(y)[<1.
Dariiber hinaus macht man sich auch leicht klar, daf3
der Winkel y =7x/2 einen Symmetriepunkt dar-
stellt, so dafl die Funktion f punktsymmetrisch ist:
f)=—f(r—y). Gemal Abb. 11 wird in der

MeBschleife vom Eingang ¢ des Voltmeters iiber a,

*Eine Spiegelsymmetrie beziiglich der durch die Achse
a-b und den Spulenmittelpunkt verlaufenden Ebene ist
fiir die folgende Betrachtung bereits ausreichend, so daf3
auch ein Kern mit quadratischem Querschnitt verwendet
werden kann.

P
€2 4
AN
R, 0 R,

¥ €2

h

Abb. 11: Ersatzschaltbild fiir die in Abb. 9a)
gezeigte MeBanordnung.

R, und b zuriick zum Eingang d insgesamt die
EMK [f(y)+1]- € /2 induziert. Das Voltmeter mif3t
also

U Lf+1]-& - Ry -1

mess

Lf-11-& + R -1 (12)

Il
= =

(siehe in Abb. 11 den Weg von ¢ nach d iiber R,
bzw. R;). Daraus folgt mit GI. 2

1 R, —R
U mess :E(fo/)""ﬁ] & . (13
1 2

Fir y =0, 7 und 7 /2 ergeben sich daraus mit Gl.
11 die bekannten GI. 3, 4 und 10. Variiert man y
zwischen 0 und 7, so dndert sich die Mespannung
kontinuierlich ~ von Ri/(R+Ry)- & auf

—R, /(R; +Ry)- £ . Fiir den homogenen Ring ver-
einfacht sich Gl. 13 mit R; = R, zu

U mess :%f(?/) & . (14

Die gemessenen Effektivwerte in  Abb. 10 zeigen
eine lineare Variation als Funktion des Winkels. Sie
lassen sich im Rahmen der Mefigenauigkeit mittels
Gl. 13 beschreiben, wobei fiir unseren Aufbau in
guter Ndherung f(y)~(1-2y/xz). Die Werte fiir

den homogenen Ring, U, < f(¥), zeigen direkt

die geforderte Symmetrie von fum 7z /2. Die MeB-
spannung verschwindet fiir den Winkel y, an dem

f(ro)=(Ry —R))/(R; + Ry) gilt. Beim homogenen
Ring ist dies fiir yy = /2 der Fall, beim inhomo-
genen Ring mit R, =1 kQ und R,=3 kQ fir

f(r9) =0.5, was hier y, ~ 45 entspricht.
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6. Fazit

Wir haben Experimente vorgestellt, welche ein bes-
seres Verstdndnis induzierter elektromotorischer
Krifte erlauben. Insbesondere verdeutlichen sie, wie
sich die EMK entlang von Leitungen verteilt und
was Voltmeter messen. Die Versuche eignen sich
sowohl zur Demonstration in Vorlesungen als auch
zum Einsatz in Praktika. Die Anordnungen sind so
einfach gehalten, daB3 sie auch mit Schulmitteln
aufzubauen sind. Auf eine weniger detaillierte,
schulgerechte Darstellung der Thematik im Oberstu-
fenunterricht gehen wir in einem anderen Artikel ein

[11].

Wir danken Dr. W. Klein und Dr. R. Berger, die uns
auf den Grundversuch des obigen ,, elektrodynami-
schen Paradoxons* aufmerksam gemacht und so die
Anregung zu dieser Arbeit gegeben haben.
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