
Didaktik der Physik 

 Frühjahrstagung – Würzburg 2018 

Die Geometrische Algebra mit GAALOP im Schnelldurchgang 

Martin Erik Horn 

HWR – Hochschule für Wirtschaft und Recht Berlin / Berlin School of Economics and Law 

FB 1 – Wirtschaftswissenschaften, Facheinheit Quantitative Methoden 

Badensche Str. 52 (Fach Nr. 63), D – 10825 Berlin 

e_hornm@doz.hwr-berlin.de  &  mail@martinerikhorn.de 

Kurzfassung 

Die Geometrische Algebra ist eine mathematische Sprache, die von David Hestenes und anderen 

vorrangig mit physikalischer und physikdidaktischer Zielrichtung gestaltet und weiterentwickelt 

wurde. Sie basiert auf einer didaktischen Umformung der Clifford-Algebra. Da dieser mathemati-

sche Ansatz konzeptuell sehr tragfähig ist und insbesondere einen alternativen Zugang zur Linea-

ren Algebra bietet, kann er auch außerhalb der Physik erfolgreich genutzt werden. 

Dazu wurde auf der DPG-Frühjahrstagung 2016 die Kurseinheit „Geometrische Algebra im 

Schnelldurchgang“ [1], [2] für Fachhochschulstudierende mit nur begrenzten mathematischen 

Vorkenntnissen vorgestellt. 

Aufgrund der nur eingeschränkt vorhandenen Rechenfähigkeiten der Studierenden wurden ledig-

lich Lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten und (2 x 2)-Matrizen thematisiert. Um mit 

Studierenden dieses Leistungsniveaus auch anspruchsvollere Aufgabenstellungen diskutieren und 

bearbeiten zu können, ist zur zeitlichen Entlastung die Bereitstellung einer effektiven Rechner-

Unterstützung sinnvoll. Allerdings existieren derzeit keine Taschenrechner, die Rechnungen zur 

Geometrischen Algebra zulassen. 

In diesem Beitrag wird deshalb gezeigt, wie das Programm-Tool GAALOP (Geometric Algebra 

Algorithms Optimizer) als geometrisch-algebraischer Taschenrechner-Ersatz eingesetzt und didak-

tisch sinnvoll zur Modellierung von Problemstellungen unter Einbezug höher-dimensionaler Line-

arer Gleichungssysteme genutzt werden kann. 

1. Geometrische Algebra

Die Geometrische Algebra ist eine mathematische 

Sprache, die von David Hestenes [3], [4], [5] und 

anderen (siehe z. B. [6], [7], [8]) auf grundlegenden 

Vorarbeiten von Grassmann [9], [10], Peirce [11], 

Clifford [12], Cartan [13] und Riesz [14] vorrangig 

mit physikalischer und physikdidaktischer Zielrich-

tung gestaltet und weiterentwickelt wurde. Sie ba-

siert somit auf einer didaktischen Umformung der 

Clifford-Algebra [15]. 

Da dieser mathematische Ansatz konzeptuell äußerst 

tragfähig ist und insbesondere einen alternativen Zu-

gang zur Linearen Algebra bietet, kann er auch au-

ßerhalb der Physik erfolgreich genutzt werden. Bei-

spielsweise können zahlreiche Problemstellungen 

der Wirtschaftsmathematik, die üblicherweise mit 

Hilfe der konventionellen Fassung der Linearen 

Algebra diskutiert und gelöst werden, sehr erfolg-

reich auch im Kontext der Geometrischen Algebra 

thematisiert werden. 

Durch die Verknüpfung algebraischer und geometri-

scher Perspektiven werden dabei Lösungswege und 

Diskussionspfade eröffnet, die bei einer Fixierung 

auf rein algebraische Ansätze nicht beschritten wer-

den könnten. 

Als Beispiel für einen solchen geometrisch-algebrai-

schen Ansatz im Bereich der wirtschaftsmathemati-

schen Grundlagenausbildung wurden an der HWR 

Berlin in den vergangenen Semestern schrittweise 

Lehrmaterialien und -konzepte zur Geometrischen 

Algebra entwickelt und erprobt [16] – [27], die in 

eher leistungsstärkeren Kursen für englischsprachige 

Studierende eingesetzt wurden. 

Um diesen Ansatz auch mit leistungsschwächeren 

Studierenden fachhochschulischer Kurse umsetzen 

zu können wurden parallel dazu an der MSB inhalt-

lich und didaktisch reduzierte Materialien entwickelt 

und erprobt [1], [2], [28], die eine sehr kompakte 

Darstellung bei auch zeitlich eingeschränkten Res-

sourcen ermöglichen. 

Als Ergebnis dieser Erprobungsreihe wurde folgende 

Hypothese qualitativ bestätigt: Auf Grundlage der 

Geometrischen Algebra kann die Lineare Algebra 

in moderner Darstellung auf Fachhochschulni-

veau in inhaltlich sehr kompakter und didaktisch 

reduzierter Form vermittelt und mit Studierenden 

diskutiert werden [1]. 

Um die wesentlichen Kernpunkte einer auf der Geo-

metrischen Algebra aufbauenden Linearen Algebra 

mit mathematisch leistungsschwachen fachhoch-

schulischen Studierenden erörtern und diskutieren zu 
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können, erfolgte eine inhaltliche Reduktion auf Li-

neare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten und 

damit eine Beschränkung auf (2 x 2)-Matrizen. 

Die Berufswirklichkeit angehender Wirtschaftsma-

thematiker besteht jedoch gerade darin, Lineare 

Verflechtungen von deutlich mehr als nur jeweils 

zwei Komponenten verstehen und bewältigen zu 

können. Es ist deshalb sinnvoll, nach einer inhaltlich 

effektiven, aufgrund der Rahmenbedingungen zeit-

lich jedoch nicht zu umfangreichen Möglichkeit der 

Erörterung höherdimensionaler Linearer Glei-

chungssysteme mit mathematisch leistungsschwä-

cheren Studierenden zu suchen. 

2. GAALOP

Eine Möglichkeit, auch anspruchsvollere Aufgaben-

stellungen diskutieren und bearbeiten zu können und 

gleichzeitig für eine zeitliche Entlastung zu sorgen, 

kann in der Bereitstellung einer effektiven Rechner-

unterstützung bestehen. 

Diese Einbindung computerbasierter mathematischer 

Methoden wird auch explizit in der Modulbeschrei-

bung der Poolveranstaltungen zur Wirtschaftsma-

thematik der HWR Berlin [29] gefordert. In der 

Auflistung der zu vermittelnden Kompetenzen wird 

dazu das folgende Lernergebnis (LEG) vorgegeben: 

„LEG 5: Sie können mathematische Verfahren mit 

Hilfe von geeigneter Software anwenden“ [29, Mo-

dul-Nr. 200 601]. 

Deshalb wurde der an der MSB erprobte Schnell-

durchgang zur Geometrischen Algebra an der HWR 

Berlin erweitert und durch Einbindung des Pro-

gramm-Tools GAALOP (Geometric Algebra Algo-

rithms Optimizer) modifiziert. 

Die Nutzung von GAALOP ist auch aus einem 

zweiten Grund sinnvoll: Derzeit existieren keine 

schulisch oder hochschulisch nutzbaren Taschen-

rechner, die Rechnungen zur Geometrischen Algeb-

ra zulassen. Mithin bietet der Einsatz von GAALOP 

eine befriedigende Möglichkeit, Studierenden, deren 

Kopfrechenfähigkeiten aufgrund einer verfestigten 

Fixierung auf unumschränkten Taschenrechnerge-

brauch dramatisch eingeschränkt sind, erfolgreich in 

die Bearbeitung von Übungsaufgaben einzubinden. 

Allerdings ist auch zu beachten, dass diese Nutzung 

von GAALOP als geometrisch-algebraischer Ta-

schenrechner-Ersatz [30], [31] in gewisser Weise 

einen didaktisch motivierten ‚Missbrauch‘ dieses 

Programm-Tools darstellt. 

Ursprünglich war GAALOP [32] – [36] von seinen 

Entwicklern als ein Werkzeug gedacht, mit dessen 

Hilfe Rechenschritte der Geometrischen Algebra in 

Programmen, die in den Standard-Programmier-

sprachen geschrieben sind und keine Rechnungen 

zur Geometrischen Algebra zulassen, eingebunden 

werden können. Das im Compiler-Feld angezeigte 

Resultat der Programmoptimierung enthält deshalb 

immer auch Syntax-Anteile, die eine solche Einbin-

dung ermöglichen. 

Bei der Nutzung als geometrisch-algebraischer Ta-

schenrechner-Ersatz können diese Programmzeilen 

ignoriert werden. Da die eigentlichen Aufgaben-

schritte mit Eingabe der gegebenen Werte, der Re-

chenbefehle und der Angabe der zu berechnenden 

Größen nahezu selbsterklärend sind und nach kurzer 

Erläuterung von den Studierenden verstanden wer-

den, ergeben sich bei einem Gebrauch als Taschen-

rechner-Ersatz kaum größere Schwierigkeiten. 

Darüber hinaus steht GAALOP kostenfrei zur Ver-

fügung und kann im Internet unter der Adresse 

www.gaalop.de/download [36] problemlos herunter-

geladen und installiert werden. 

3. Motivation des Ansatzes

Die entwickelten Materialien wurden an der HWR 

Berlin im Sommersemester 2017 in einem deutsch-

sprachigen [41] und im Wintersemester 2017/2018 

in einem englischsprachigen Wirtschaftsmathema-

tik-Kurs [42] der Poolveranstaltungen sowie ergän-

zend im IBMAN-Studiengang (International Busi-

ness Management [29, Modul-Nr. 400 691]) erprobt. 

Zur Motivation des Ansatzes der Geometrischen Al-

gebra wird am ersten Kurstermin im Rahmen der 

einführenden Fragestellung „Was ist Mathematik?“ 

auf die Diskrepanz zwischen den beiden erkenntnis-

theoretischen Standpunkten „Mathematik wird der 

Natur entnommen“ (Mathematik als Entdeckung) 

und „Mathematik wird im menschlichen Gehirn kon-

struiert“ (Mathematik als Erfindung) eingegangen. 

Aufgabe 3: 

Der britische Physik-Nobelpreisträger P. A. M. Dirac 
beschreibt seine Sichtweise mit den Worten: „One 
may describe the situation by saying that the math-
ematician plays a game in which he himself invents 
the rules…“ (Zitat aus [37]). 
Und Mathilde Marcolli, die Sofja-Kovalevskaya-
Preisträgerin von 2001, sagt: „Wenn es außerirdi-
sche Lebewesen gäbe, dann würden sie höchst-
wahrscheinlich auch eine vollkommen andere Ma-
thematik erfinden,“ weil eben „…Mathematik frei er-
funden werden kann,…“ (Zitat aus [38]). 
Als ein einfaches 
Beispiel für ein 
solches freies Er- 
finden von Mathe- 
matik vergleichen 
wir unterschiedli- 
che Lösungsan- 
sätze der folgen- 
den Aufgabe: 
Wie groß ist der 
Flächeninhalt des 
rechts abgebilde- 
ten Parallelogramms? 
Berechnen Sie bitte den Flächeninhalt dieses Paral-
lelogramms mit Hilfe von mathematischen Ansätzen, 
die Ihnen aus der Schule bekannt sind. 

Abb.1: Einführende Aufgabenstellung zur Geometrischen 

Algebra [41, S. 2], [42, S. 2]. 
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Aufgabe 4: 

Ein Mathematiker, der eine andere Mathematik er-
funden hat, war der Stettiner Gymnasiallehrer Her-
mann Grassmann, der mit seiner „Ausdehnungsleh-
re“ die Ausdehnung – also den Flächenhalt einfa-
cher geometrischer Figuren – mit Hilfe einer voll-
kommen anderen Mathematik berechnen konnte. 
Vergleichen Sie den Lösungsansatz von Grass-
mann, den Sie in der Vorlesung kennenlernen konn-
ten, mit der an der Schulmathematik orientierten Lö-
sung von Aufgabe 3. 

Abb.2: Weiterführende Aufgabenstellung zur Einführung 

in die Geometrischen Algebra [41, S. 3], [42, S. 3]. 

Während die Aufgabenstellung zu Aufgabe 3 

(Abb.1) von den Studierenden unter Bezug auf ihr 

schulisches Vorwissen vorwiegend mit Hilfe einer 

geometrischen Zerlegung des Parallelogramms in 

Rechtecke und Dreiecke sowie alternativ mit Hilfe 

trigonometrischer Beziehungen auf konventionelle 

Art und Weise und sehr selten unter Nutzung von 

Determinanten [39] zu bestimmen versucht wurde, 

zielt Aufgabenstellung 4 auf die Ausbildung eines 

metakonzeptuellen Verständnisses: Unterschiedliche 

mathematische Konzepte können zur Lösung des 

gleichen Sachproblems herangezogen werden – und 

diese Konzepte stehen in einem logischen Verhältnis 

zueinander. 

Der der Aufgabenstellung 4 (Abb. 2) zugrunde lie-

gende Lösungsweg ordnet den bivektoriellen Anteil 

des Produkts der beiden Seitenvektoren des Paralle-

logramms 

a b = (4 x + 2 y) (3 x + 5 y) 

= 12 x
2
 + 20 xy + 6 yx + 10 y

2

 = 12 + 20 xy – 6 xy + 10 

 = 22 + 14 xy  {1} 

als äußerem Produkt 

a  b = 14 xy   {2} 

somit einen Flächeninhalt von 14 cm
2
 zu. Bei Erör-

terung dieses Ansatzes werden die Grundgleichun-

gen der Geometrischen Algebra des dreidimensiona-

len Euklidischen Raumes (also der Pauli-Algebra) 

xy = –yx    yz = –zy    zx = –xz 

x
2
 = y

2
 = z

2
 = 1  {3} 

thematisiert und durch geometrische Argumentation 

begründet. Durch Parallelverschiebung kann dann 

geometrisch gezeigt werden, dass das äußere Pro-

dukt tatsächlich dem konventionell berechneten 

(orientierten) Flächeninhalt entspricht [41, S. 22/23], 

[42, S. 22/23]. 

Nach einer durch einen studentischen Vorschlag mo-

tivierten Ergänzung [41, S. 5], [42, S. 5] wurde diese 

Flächengleichheit auch algebraisch in den Übungs-

blättern [41, S. 26/27], [42, S. 26/27] belegt und mit 

den Studierenden diskutiert. 

4. Zweidimensionale Umsetzung des Ansatzes

Ein Lineares Gleichungssystem aus zwei Gleichun-

gen mit zwei Unbekannten x und y 

ax x + bx y = rx     x-Richtung 

ay x + by y = ry     y-Richtung  {4} 

kann geometrisch durch Einbettung in eine zweidi-

mensionale Ebene, die durch die Basisvektoren x 

und y aufgespannt wird, 

(ax x + bx y) x = rx x 

(ay x + by y) y = ry y  {5} 

mit Hilfe der Koeffizientenvektoren 

a = ax x + ay y 

b = bx x + by y  {6} 

und des konstanten Ergebnisvektors 

r = rx x + ry y  {7} 

als geometrisch-algebraische Gleichung 

a x + b y = r  {8} 

dargestellt werden. Durch Vorübungen (siehe AB 8, 

Aufg. 2c,d in [41], [42] ) kann mit den Studierenden 

erarbeitet werden, dass ein Parallelogramm, das 

durch zwei parallele Seiten a  (k a) aufzuspannen 

versucht wird, einen verschwindenden Flächeninhalt 

aufweist. Dieser verschwindende Flächeninhalt wird 

algebraisch durch das äußere Produkt 

a  (k a) = 0          a  a = 0  {9} 

beschrieben. 

Die äußere Multiplikation des Linearen Gleichungs-

systems {8} mit den Koeffizientenvektoren b bzw. a 

(a x + b y)  b = (a  b) x + 0 y = r  b 

a  (a x + b y) = 0 x + (a  b) y = a  r  {10} 

führt somit direkt auf die beiden Lösungsformeln 

x = (a  b) 
–

 
1
 (r  b) 

y = (a  b) 
–

 
1
 (a  r)  {11} 

Diese Lösungsformeln bilden das geometrisch-alge-

braische Analogon zur Cramerschen Regel und 

können auch von mathematisch leistungsschwäche-

ren Studierenden nach ausführlichen Übungsphasen 

ohne größere Probleme eigenständig angewandt 

werden [1]. 

Mit Hilfe der in [2] veröffentlichten Materialien 

wurde dieser Ansatz an der MSB [28] erprobt und 

auch an der HWR Berlin immer wieder bei Zeit-

knappheit zur Einführung in die Geometrische Al-

gebra eingesetzt. 

Im Sommersemester 2017 erfolgte die erste Erpro-

bung an der HWR Berlin in einem deutschsprachi-

gen Wirtschaftsmathematik-Kurs mit den auf 

GAALOP basierenden Materialien [41, AB 8]. Die-

se Materialien wurden im darauffolgenden Winter-

semester 2017/2018 ins Englische übertragen [42, 

AB 8] und um einige Aufgaben zur Berechnung von 

Gleichgewichtspreisen und Gleichgewichtsmengen 

[42, AB 3] ergänzt. 
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5. Einübung der GAALOP-Nutzung

An Anschluss an die Bearbeitung und Einübung der 

Lösung Linearer Gleichungssysteme mit zwei Un-

bekannten von Hand wurden die gleichen Übungs-

aufgaben mit Hilfe von GAALOP bearbeitet [41, 

AB 9, Aufg,. 3], [42, AB 9, Aufg. 3]. Die dabei 

durch die Studierenden gewonnene Selbstsicherheit 

im Umgang mit GAALOP stellt eine wichtige Vo-

raussetzung für ein erfolgreiches Anwenden von 

GAALOP bei der Bearbeitung und Lösung von 

Linearen Gleichungssystemen mit drei oder mehr 

Unbekannten dar. 

Abb.3: Download des Programm-Tools GAALOP. 

Unterstützende Erläuterungen zum erfolgreichen 

Download von GAALOP über die entsprechende 

Internetseite (siehe Abb. 3), der Installation und dem 

Programmstart wurden den Studierenden dabei auch 

in den zur Verfügung gestellten Arbeitsbögen [41, S. 

48 – 50], [42, S. 48 – 50] gegeben. 

Allerdings handelt es sich bei der zuerst mit den 

Studierenden eingesetzten Fassung noch um die 

Version gaalop-2.0.1. Weitere überarbeitete und 

verbesserte Versionen standen erst später zur Verfü-

gung. So sind auch einige der in den Materialien 

[41], [42] aufgeführten Hinweise zu Rundungsprob-

lemen oder zur Darstellung der mit Null belegten 

Compilerwerte mittlerweile überholt. 

Es ist sinnvoll, hier eine ausreichend lange Übungs-

zeit einzuplanen, damit die Studierenden auch an-

spruchsvollere Aufgaben wie beispielsweise die 

Berechnung der Inversen im zweidimensionalen Fall 

erfolgreich bewerkstelligen können, bevor Lineare 

Gleichungssysteme mit drei Unbekannten angegan-

gen werden. 

In diesem Zusammenhang sollte nicht nur klar her-

ausgearbeitet werden, dass zur Ermittlung der Inver-

sen einer (2 x 2)-Matrix zwei verschiedene Lineare 

Gleichungssysteme 

a x + b y = r1     und     a x + b y = r2  {12} 

mit den zwei unterschiedlichen  Ergebnisvektoren 

r1 = x   und     r2 = y  {13} 

zu lösen sind, sondern es sollte auch die Bedeutung 

der Vorzeichenumkehr und eventuell negativer Wer-

te, die als Elemente der inversen Matrix auftreten 

können, diskutiert werden. Die korrekte Interpretati-

on der vier Elemente der inversen Matrix 

  A
–

 
1
 = 










21

21

yy

xx

  {14}

mit   x1 = (a  b) 
–

 
1
 (x  b)    x2 = (a  b) 

–
 
1
 (y  b)

y1 = (a  b) 
–

 
1
 (a  x)    y2 = (a  b) 

–
 
1
 (a  y)

ist  insbesondere  im  wirtschaftsmathematischen  Be- 

Aufgabe 9: 

Zur Herstellung einer einzigen Mengeneinheit des 
Endproduktes E1 werden 7 ME des Rohstoffes R1 
und 4 ME des Rohstoffes R2 benötigt. 
Zur Herstellung einer einzigen Mengeneinheit des 
Endproduktes E2 werden 5 ME des Rohstoffes R1 
und 3 ME des Rohstoffes R2 benötigt. 
Berechnen Sie, welche Mengen der Endprodukte E1 
und E2 theoretisch hergestellt werden könnten, wenn 
genau eine ME des ersten Rohstoffes R1 verbraucht 
werden soll. 

Und berechnen Sie, welche Mengen der Endproduk-
te E1 und E2 theoretisch hergestellt werden könnten, 
wenn genau eine ME des zweiten Rohstoffes R2 
verbraucht werden soll. 
Wie sind diese Ergebnisse zu deuten?     
Geben Sie eine Interpretation der Ergebnisse an. 

Musterlösung mit GAALOP: 

x1 =    3     x2  =   – 5 

y1 = – 4     y2 =  7

Abb.4: Aufgabenstellung und GAALOP-Musterlösung 

zur Berechnung einer inversen Matrix [41, S. 9 & 63], [42, 

S. 9 & 63]. 

reich relevant, wenn rein positive belegte Bedarfs-

matrizen bei Erörterung von Materialverflechtungen 

auf Inverse dieser Matrizen mit negativen Elementen 

führen (siehe Abb. 4). 

Diese negativen Elemente können dann dahingehend 

gedeutet werden, dass im Produktionsprozess das 

entsprechende Endprodukt nicht hergestellt, sondern 

(verlustfrei in seine Ausgangsteile zerlegt) ver-

braucht wird (siehe Abb. 5). 

    A
–

 
1
 =
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Aufgabe 9 / Ökonomische Interpretation: 

Wenn im Produktionsprozess genau eine einzige 
ME des ersten Rohstoffes R1 verbraucht werden 
soll, werden 3 ME des ersten Endproduktes E1 und 
(– 4) ME des zweiten Endproduktes E2 hergestellt. 
Die Herstellung einer negativen Anzahl an Endpro-
dukten ist allerdings problematisch. 

Werden (– 4) ME hergestellt, bedeutet dies, dass zu 
der bereits produzierten Menge an Endprodukten  
(– 4) ME dazukommen und die Zahl (– 4) addiert 
wird. Mathematisch entspricht dies einer Subtraktion 
von 4. Nach Ende des Produktionsprozesses sind 
also 4 ME des Endproduktes E2 weniger vorhanden. 

Die 4 ME des Endproduktes E2 wurden also nicht 
produziert, sondern verbraucht und (theoretisch ver-
lustfrei) wieder in die ursprünglichen Rohstoffe R1 
und R2 zerlegt. 

Die korrekte ökonomische Interpretation lautet so-
mit: Wenn im Produktionsprozess genau eine einzi-
ge ME des ersten Rohstoffes R1 verbraucht werden 
soll, werden 3 ME des ersten Endproduktes E1 her-
gestellt und zusätzlich 4 ME des zweiten Endpro-
duktes E2 verbraucht. 

Abb.5: Interpretation negativer Elemente einer inversen 

Bedarfsmatrix [41, S. 44], [42, S. 44]. 

Die Syntax von GAALOP ist dabei denkbar einfach 

und kann ohne größere Probleme auch intuitiv recht 

schnell nachvollzogen werden. Die als Basisvekto-

ren gedeuteten Pauli-Matrizen werden durchnumme-

riert als Einheitsvektoren nun mit lateinischen Buch-

staben dargestellt: 

x  e1 

y  e2 

z  e3 

Die drei unterschiedlichen Multiplikationsformen 

a b = a  b + a  b  {15} 

werden ebenso intuitiv einsichtig übertragen als 

Geometrische Multiplikation:     a b  a*b 

Innere Multiplikation:  a  b  a . b 

Äußere Multiplikation:   a  b  a^b 

Damit ergeben sich auch die logischen Darstellun-

gen der Basis-Bivektoren (Pseudo-Vektoren) und 

des Basis-Trivektors (Pseudo-Skalars) als: 

x y  e1 * e2 

x z  e1 * e3 

y z  e2 * e3 

x y z  e1 * e2 * e3 

Nach dieser einführenden Einübung der Grundlagen 

von GAALOP können in Fortführung dieses Ansat-

zes nun höherdimensionale Lineare Gleichungssys-

teme diskutiert und gelöst werden. 

6. Lineare Gleichungen mit drei Unbekannten

Lineare Gleichungssysteme aus drei Gleichungen 

mit den drei Unbekannten x, y und z können in Ana-

logie zu den Gleichungen {4} und {5} 

(ax x + bx y + cx z) x = rx x 

(ay x + by y + cy z) y = ry y  {16} 

(az x + bz y + cz z) z  = rz z 

nun durch Einbettung in einen dreidimensionalen 

Raum, der durch die Basisvektoren x, y und z 

aufgespannt wird, mit Hilfe der Koeffizientenvekto-

ren 

a = ax x + ay y + az z 

b = bx x + by y + bz z  {17} 

c = cx x + cy y + cz z 

und des konstanten Ergebnisvektors 

r = rx x + ry y + rz z        {18} 

als geometrisch-algebraische Gleichung 

a x + b y + c z = r   {19} 

ausgedrückt und wieder durch Berechnung äußerer 

Produkte auf der Grundlage des Ansatzes Grass-

manns [9, § 45, S. 72] gelöst werden. 

Die drei Lösungsformeln 

x = (a  b  c) 
–

 
1
 (r  b  c) 

y = (a  b  c) 
–

 
1
 (a  r  c)  {20} 

z = (a  b  c) 
–

 
1
 (a  b  r) 

beschreiben geometrisch das Verhältnis des orien-

tierten Volumens des durch den Ergebnisvektor und 

zwei Koeffizientenvektoren gebildeten Parallelepi-

peds zum orientierten Volumen des durch alle drei 

Koeffizientenvektoren gebildeten Parallelepipeds. 

Diese Volumina entsprechen den gemäß der Cra-

merschen Regel zu dividierenden Determinanten. 

det [a; b; c] = (a  b  c) zyx 

det [r; b; c] = (r  b  c) zyx 

det [a; r; c] = (a  r  c) zyx  {21} 

det [a; b; r] = (a  b  r) zyx 

Sofern das Lineare Gleichungssystem konsistent und 

Aufgabe 5a (sinngleiche Kürzung): 

Berechnen Sie mit Hilfe von GAALOP das Volumen 
des Parallelepipeds, das durch die angegebenen 
Seitenvektoren aufgespannt wird: 
a = 4 x + 2 y     b = 2 x + 4 y     c = 3 z 
Dabei soll die Länge  x ,  y  und  z  der Basisvek-
toren x, y und z mit 1 cm angesetzt werden. 
Fertigen Sie auch eine Skizze dieses Parallelepi-
peds an und vergleichen Sie das Ergebnis mit dem 
Resultat, das Sie bei einer Berechnung der Deter-
minante mit Hilfe der Regel von Sarrus erhalten. 

Abb.6: Aufgabenstellung zur Volumenberechnung eines 

Parallelepipeds [41, S. 11], [42, S. 11]. 
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Aufgabe 5a / Skizze: 

Musterlösung mit GAALOP: 

Ausführliche Rechnung: 

a b = (4 x + 2 y) (2 x + 4 y) = 16 + 12 xy 

            a  b        = 12 xy 

a b c = (16 + 12 xy) (3 z) = 48 z + 36 xyz 

            a  b  c = 36 xyz 

            V  = 36 

 Das Volumen des Parallelepipeds beträgt 36 cm
3
. 

Probe mit der Regel von Sarrus: 

det A =    4 · 4 · 3 + 2 · 0 · 0 + 0 · 2 · 0 

– 0 · 4 · 0 – 4 · 0 · 0 – 2 · 2 · 3 = 48 – 12 = 36

Abb.7: Vergleich einer Volumenberechnung mit Hilfe 

von GAALOP auf Grundlage äußerer Produkte und der 

Regel von Sarrus [41, S. 70], [42, S. 70]. 

eindeutig lösbar ist, heben sich die entsprechenden 

Basiseinheiten in Zähler und Nenner gegenseitig 

immer weg. 

Damit diese Volumenberechnung sachrichtig gelin-

gen kann, wurde eine Einübungsphase vorangestellt, 

in der die Berechnung orientier Volumina von Paral-

lelepipeden gemäß Gl. {21} eingeübt und die Regel 

von Sarrus nach 

det [a; b; c] = (a  b  c) zyx  {22} 

 =    ax by cz bx cy az + cx ay bz 

– cx by az – ax cy bz – bx ay cz

hergeleitet und diskutiert wurde (siehe Abb. 6 & 7). 

Ein weiterer Schwerpunkt der entwickelten Materia-

lien stellt die direkte Berechnung von Zwischenbe-

darfsmatrizen dar. So können bei Aufgaben zur 

Materialverflechtung die neun Elemente einer unbe-

kannten Bedarfsmatrix B 

B =
 

















321

321

321

zzz

yyy

xxx

   {23} 

des zweiten Produktionsschritts 

A B = D  {24} 

mit Hilfe der Grassmannschen Formeln ( i  {1, 2, 3}) 

xi = (a  b  c) 
–

 
1
 (ri  b  c)

yi = (a  b  c) 
–

 
1
 (a  ri  c)  {25} 

zi = (a  b  c) 
–

 
1
 (a  b  ri)

in Analogie zu Gl. {20} berechnet werden, sofern die 

Bedarfsmatrix A = [a; b; c] des ersten Produktions-

schritts und die Gesamtbedarfsmatrix D = [r1; r2; r3] 

gegeben ist. 

In mathematisch vollkommen äquivalenter Art und 

Weise wird die Inverse einer gegebenen Matrix dann 

analog zu Gl. {14} berechnet, indem in Gl. {24}  

die resultierende Matrix D durch die Einheitsmatrix 

E = [e1; e2; e3] ersetzt wird. 

7. Weitere didaktische Hinweise

Obwohl die Modulbeschreibungen der einführenden 

Wirtschaftsmathematik-Kurse der Pool-Veranstal-

tungen an der HWR vorsehen, dass „mathematische 

Verfahren mit Hilfe von geeigneter Software anzu-

wenden“ sind [29, Modul-Nr. 200 601] bzw. „to 

implement mathematical methods using mathemati-

cal software“ [29, Modul-Nrn. 200 691 & 400 691], 

stehen für die Kursdurchführung in der Regel keine 

Computer-Arbeitsräume zur Verfügung. 

Es muss also ein didaktischer Weg gefunden wer-

den, der es den Studierenden ermöglicht, die ent-

sprechenden Aufgabenstellungen außerhalb des 

vorgesehenen Präsenzunterrichts von mindestens 60 

LVS eigenständig einzuüben und dann die Ergebnis-

se vergleichend zu diskutieren. Zu diesem Zweck 

werden während des seminaristischen Unterrichts, 

der in den Kursveranstaltungen durch zahlreiche 

Phasenwechsel zwischen Frontal-, Eigenarbeits- und 

Gruppenübungsphasen gekennzeichnet ist, OHP-

Folien mit einer leeren GAALOP-Benutzeroberflä-

che an die Studierenden ausgegeben. 

Eine Kopiervorlage dieser OHP-Folien ist diesem 

Beitrag in Abbildung 8 (siehe folgende Seite) beige-

fügt. 

      4     2     0     4     2 

      2     4     0     2     4 

      0     0     3     0     0 

–     –     –         +     +     + 
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Abb.8: Kopiervorlage der an die Studierenden 

 

bilateral binomial theorem 

bilateral multinomial theorem 

 GAALOP-Benutzeroberfläche / GAALOP user interface: 

ausgegebenen OHP-Folie. 
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8. Beispiel einer studentischen Musterlösung

Auch aus Zeitgründen können im Präsenzunterricht 

nur einige der in [41], [42] aufgeführten Übungsauf-

gaben bearbeitet und ausführlicher diskutiert wer-

den. Dabei werden diese am Pultrechner des Vorle-

sungsraums zusammen mit der Kursgruppe bearbei-

tet und mit erläuternden Tafelrechnungen unterlegt. 

Aufgabe 11: 

Ein Betrieb stellt aus den drei Rohstoffen R1, R2 und 
R3 die drei Zwischenprodukte Z1, Z2 und Z3 her. Die-
se werden sodann zu den drei Endprodukten E1, E2 
und E3 weiterverarbeitet. 
Der Rohstoffbedarf des ersten Produktionsschrittes 
und der Gesamtrohstoffbedarf zur Produktion je-
weils einer Einheit der Endprodukte werden durch 
die folgenden Tabellen beschrieben: 

   Z1     Z2     Z3     E1  E2    E3 

  R1   8  6     6   R1    228   186    308 

  R2   7  5     7  R2    214   166    282 

  R3   5     4    0   R3    108   107  160 

Bestimmen Sie mit Hilfe von GAALOP die Zwi-
schenbedarfsmatrix B, die im zweiten Produktions-
schritt den Bedarf an Zwischenprodukten zur Pro-
duktion jeweils einer Einheit der Endprodukte angibt 
und machen Sie eine Probe. 

Abb.9: Aufgabenstellung zur Berechnung einer Zwi-

schenbedarfsmatrix [41, S. 13], [42, S. 13]. 

Die restlichen Aufgaben sind dann von den Studie-

renden häuslich zu bearbeiten, wobei die Studieren-

den, die eine Folie erhalten haben, das von Ihnen 

erstellte und erprobte GAALOP-Programm für eine 

ihnen zugewiesene Aufgabe mit Folienschreiber in 

die GAALOP-Oberfläche eintragen. Die von den 

Studierenden zuhause angefertigten Musterlösungen 

werden im Kurstermin der darauffolgenden Woche 

von ihnen vorgestellt und erläutert. 

Diese Phasen führen noch einmal zu einer deutlichen 

Festigung der Lerninhalte, da bei diesen Diskussi-

onsphasen insbesondere die Studierenden, denen 

eine sachgerechte Lösung zuhause nicht gelang, 

noch einmal die Gelegenheit zu vertiefenden Nach-

fragen erhalten. Diese Diskussionsgelegenheiten 

werden auch von ansonsten im Präsenzunterricht 

eher zurückhaltenden Studierenden gut angenom-

men. 

Dabei zeigt sich, dass dieser Zugang von den Studie-

renden als sehr positiv bewertet wird. In lernschwa-

chen Gruppen ist es allerdings hilfreich, die Verant-

wortung für eine Folienerstellung mit der Maßgabe, 

die zugewiesene GAALOP-Aufgabe in Partnerarbeit 

zu lösen, gleichzeitig zwei Studierenden zugespro-

chen wird. 

Die  Musterlösungen  zeigen,  dass  die  wesentlichen 

Studentische Lösung von Aufgabe 11: 

Abb.10: Studentische Lösung der in Abb. 9 gezeigten 

Aufgabenstellung zur Berechnung einer Zwischenbe-

darfsmatrix [41, S. 86/87], [42, S. 86/87]. 

Unterrichtsziele erreicht wurden. Sie bieten gleich-

zeitig dem Dozenten noch einmal die Gelegenheit, 

Defizite zu erkennen und im nachfolgenden Unter-

richt aufzugreifen. 

So zeigt sich in Abb. 10 deutlich, dass das Konzept 

einer Matrix als Zusammenstellung mehrerer Spal-

ten hier noch nicht in ausreichender Tiefe von der 

oder dem Studierenden kognitiv verarbeitet wurde, 

da hier versucht wird, die unterschiedlichen Spalten 

sukzessive unter großem Aufwand einzeln hinterei-

nander abzuarbeiten. 

Auch wird in der Musterlösung das Konzept einer 

Probe (also hier das Einsetzen in die ursprüngliche 

Gleichung A B = D) durch das Konzept des Nach-

rechnens ersetzt. 

9. Didaktisches Fazit

Als Ergebnis dieser weiteren Erprobung kann die 

ursprüngliche Hypothese erweitert werden. Es ist 

jetzt deutlich sichtbar, dass gilt: 

Auf Grundlage der Geometrischen Algebra kann 

die Lineare Algebra in moderner Darstellung auf 

Fachhochschulniveau in inhaltlich sehr kompakter 

und didaktisch reduzierter Form vermittelt und mit 

Studierenden  diskutiert  werden.  Mit  Hilfe  des  Pro- 
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gramm-Tools GAALOP können mit den Studieren-

den dabei auch komplexere Aufgabenstellungen 

erfolgreich erörtert und fundiert diskutiert wer-

den. 

Dabei kommen die eingangs angeschnittenen und 

von David Hestenes zusammengestellten didakti-

schen Vorteile der Geometrischen Algebra deutlich 

zum Tragen: „The Power of GA derives from 

 the simplicity of the grammar,

 the geometric meaning of multiplication,

 the way geometry links the algebra to the physi-

cal world“ [5, S. 107]

Dieser konzeptionelle Gleichklang spiegelt sich auch 

bei der rechnerischen Umsetzung im Kontext von 

GAALOP wider. Die konzeptionelle Stärke der Ver-

knüpfung von Geometrischer Algebra mit einer Nut-

zung von GAALOP zeigt sich sehr deutlich durch 

die aus der Beschreibung von Hestenes direkt fol-

genden Punkte: 

 Die einfache Struktur der mathematischen

Grammatik gestattet eine leicht durchschaubare

Programmierung.

 Die geometrische Deutung der Multiplikation

ermöglicht nachvollziehbare graphische Veran-

schaulichungen.

 Geometrie, Physik und Algebra [26] sowie pro-

grammtechnische Umsetzung durchdringen sich

gegenseitig.

Und so lässt sich auch die Schlussfolgerung von 

David Hestenes in seiner Oersted-Preisträgerrede 

(„Geometric Algebra is ready to be incorporated into 

the physics curriculum“ [5, S. 121]  ) sehr direkt auf 

GAALOP übertragen. 

Das zwingende didaktische Fazit lautet deshalb: 

Nicht nur die Geometrische Algebra, sondern auch 

die Nutzung von GAALOP – oder ähnlicher Pro-

gramme – stehen für eine Einbindung in die Curricu-

la von Physik, Mathematik, den Wirtschaftswissen-

schaften und anderer Fachgebiete bereit. 
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